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X I* M é A quantità inj^nitefima nhf non f y fi mn fi la 
^ quantità minore di qualunque data ^ h qasilc veniva dagli 
^ Antichi chiamata in ajuto -, quando volevano fatagonare U 
i figure rettilinee colle rwwi/^^f .La qiiadf^tura dellaPa- 
^-rabola, che ci ha lafciata Archimede iiluÀri la pre- 
, fente materia» Nella parabola BAD ( Ftg. i. ) fi 
' conduca qualunque eorda B D 5 divifa in due parti u- 
-guali in C, e per C conducafi il diametro C^, il 
cui vertice fia A; congìurité J?'^> DA fi foi^mi il tri- 
angolo BAD^ ì! quale dUTerìrce dallo fpatìo parabo- 
Vico BilD pei due (egmentì BKA.AGD, divife 
in dae patti eguali le tette !/f « , ^ D in H , ed £, 
e condotti ì diametri KH^GE^ fi intendano formati 
due tnangoli B*Jf , ifCD^t quali fenza dubbio fo- 
no maggiori della ni età degli fpassii pstrabolici A K B, 
AG Di perchè queftì^ triangoli fono ia hctk elei P^ 
ralielogrammi circonfcritri , che fcnza dubbio £odo mag. 

A z gio- 
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giorl degli fpazii paraboMci. Se fopra le corde B Kj 
K f 5 AG, Cf D fi inteodano formati quattro triango- 
li nella ftclfa maniera, che fi fono formati gli aWi 
B K Ay AG Q.^ farà la^ lojo fomnu maggiore .della 
m.Qtà dei qiattro fpazii parabolici BK ^ K A^ AG ^ 
wrfDi to fteifo avverrà, fc fi formino in fimiiralodo al- 
tri otto triangoli fopra gli otto lati dei quattro tri* 
angoli 5 altri ledici fopra i fedici lati degli otto , t^ 
cosi indefinitamente; e comecché il triangola BAH 
è mag8;iore dei due BKAy AGD^e quelU due fono 
maggiori dei quattro fatti (opra i loro Iati, ed i (juaN 
tro tono maKiori degli otto , e g;li otto dei fedici fat- 
ti parimenti lopra i loro Iati ,'e così fucceffivamente, 
quindi la fomma dei triangoletti nuovamente infcritti 
nel fegmento para(>alico BAD farà più piccola, q^uan- 
tQ piò quefti fono maggiori di numero, e perciò an- 
cora la fomma dei fegmenti parabolici fottefi dai loro 
Uti farà più picQiola^ quaato piì} faràt il loro numero 
njaggiore : adunque la differenza tra la fpaiio parabo- 
lico BA^Lkj €S la fomma. i;otaIe dei triangoli EAD^ 
BKAy.AGD ec verrà caatinuamcnte a diminuirli 
collo infcrivere nuovi tria^ngoli nella maniera divifata« 
Da ciò fi ricava legittimamente ) che là fomma tota- 
le di tutti i triangoli inferirti) quando faranno, dina* 
mero infinito , fia eguale al fegmento parabolico B AD-^ 
perchè. al trijn enti, pioè fé non fi aveflTe quefta ugua- 
glianza-, ^'i fàr^be qualche differei^za determinata tra 
ia predetta . forni ma 5 ed il fegmento ^ onde non farebbp 
vero, che. la diffirenia.fra la.f'omm^ dei triangoli in^ 
fcritti , ed il fegmento par^bplico BAG fi diminuiflc 
cóntiaaaip^nie fgn^a^ limite alcuno , contro ciò che fi 
è dimolkàco»..Adupqiue. qhi. «determinerà la fomma dei 
trUng0li BA,Di BKA^ AGO,, te. di numero infi- 

ti|avxà dccfijcfiiinato accora. Ìq fpsiiio Kttilineo eguale 

ài 
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al fegmcnto parabolico BAD, In ^ric .maniere fi 

J)'JÒ determinare la fomma totale dei predetti triango» 
i,tra le quali fcelgo la feguente.Si conducano MG^ 

CD 

NE parallele a CD ; effendo MG=;N£ = — - 

farà per la natura delta paral>ola MA——^y e per- 

C A 4 

ciò MK = G£=r Ma i dUe ttiangoli C AD ^ 

A EGi che anno ftU angoli eguali Cyi£, >< E G, fo- 
no m ra^/on compatta dei lati CA: G E^ ed AD: A E; 
(Junqiie faranno ancora in ragion coropofta di 4 .■' i , e 

éi z .- 1 , onde faià il triangolo AEG =£1£jB , ed il 

iCAD 8 . 

triangolo AGD=t —^ . Nella ftefla guifa fi dimoftra, 

che il triangolo BKA ùz eguale a _L£4~ ; onde i 
due triangoli ^ (7 D y BKA fono eguali a 



rB AD 
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Con /lizi// metodo fi dimoftra , che i triangoli fatti Co^ 

pra AGy GD fono cguah a » ■ =— .^ p-,o 

che i triangoli fatti fopra B K ^ K A fono eguali a-* 
-~^^ — > onde tutti e quattro fono = — _— ;gh 

Otto fatti fopra i lati dei quattro fono eguali ^^^BAD^ 
i Cedici fatti fopra ì lati degli otto fono eguaK ^^ 
g^ . BAD. Onde la fèrie infinita dei triangoli farà la 

Ccgncnti "B A^D J i ' Il , J! , - s—cc,\z=:BAD 

e 
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.{ I, J-, ^, — ec. ] la qual ferie i per termino 
\ 4 4* 4' J 

generale —^ — j adunque la fomma farà A B D 

.(^ — ^ j pel capo 7. del libro j. del Tomo i. 
num*i8: Ma Tuppofto n numero infinito la firazion^^ 
— . diviene minore di qualunque data; dunque la 

lomma di tutti i triangoli di numero infinito ^arà e- 
guaìe ad A B D.^^. Ma qnefta fomma eguaglia lo fpa* 
zio parabolico ; dunque Io fpazio parabolico BADè 

eguale a 2 r-) cioè al triangolo BADy più la^ 

i 

fua terza parte • 

II. Ora fé confìdereremo con attenzione la forza 
di quefta dimoftrazione, la troveremo appoggiata a que- 
lli due fondamenti; I* Che la differenza fra la fomma 
dei triangoli inferirci (i diminuifce fenza limite , al mol- 
tiplicarfi dei triangoli > il che viene cfpreilb ancora.* 
col dire che U predetta differenza fi fa minore di qua^ 
Innque data . 2. Che polla tal ditfcrenza minore dì 
qualunque data» la fomma dei triangoli^ quando fono 
di numero infiniti , cioè nel limite , eguaglia perfetta^ 
mente lo fpazio parabolico > Per tanto gli Antichi o- 
gni qual volta avevano dimoftrato ) che la différenta 
fra due quantità fi diminuiva fenza limite > .0 fi face« 
va minore di qualunque data, immediatamente conclu-r 
dévano.)Che Quelle due quantità eram> nel limite per- 
fettamente eg'iali, perchè fé nel limite, dicevano, no© 
fono eguafi, farebbeipo difuguali, e la loro differenza 
farebbe determinata : onde non farebbe vero che U 

dif- 
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fra le predette quantità prima del limit^-# 

foiTe minore di qualunque data y contro ciò che fi è 
fuppofto ; il qual genere di dimodrazione^ come ogn* 
uno vede, è dotato di tutu refattezza) e di tutta P 
evidenza defiderabie^ 

IH. E* egli cofa per fé ftefla evidentiflima , che 
la differenza minore di qualunque data non fia una 
quantità determinata ^ ma foltanto una condizione 
della differenza ^ cioi la condizione di poterli dimi* 
nuire fenza limite ; e chi fi figuraift tal condizione fot- 
to V idc^ di una quantità. d^termvna.ta. , (come a qual- 
cuno ingannato dalle compendiofe eiprefnoni di tale 
condizione potrebbe accadere ) non comprenderebbe 
la forza del metodo ) e caderebbc in moltiiBmi aflur- 
di. Quefte quantità minori dì qualunque data fono fta* 
te chiamate dai moderni matematici 9 quantità it^nU 
ti/ime ) differMze ìnjfimteJ$m^^differtn%iuU iJluJUtonì^ quHth^ 
tità najcenti ^ quantità evanefcetHi ^ elementi ee, feconda 
r afpetto ^ fotto cui fé le fono rapprefentate^ i auali af* 

{ietti acciocché non fieno erronei^dconopotcr^ ridurre al» 
e quantità minori di qualunque data degli Antichi . 

IV. Intefa la natura delle quantità infinitcfime^fi 
intende fenza difficoltà che cola iieno ì diverfi ordini 
delle medefime. Sia BC ( Fig. 2. ) la differenza delle 
due rette AC ^ AB^ la quale fuppongafi infinitefimai 
cioè minore di qualunque data s ofiia diminuirfi oltre 
qualunque limite ; farà iiroilmcnte il rettangolo B P in- 
finitefimo in liguardo al rettangoli AP^ AH; fingafi 
.adeffb U linea C3 3n6nitefima in riguardo alle due ret- 
te CPy SP ^ iartrà ancora il rcttajigpletto B S infinite- 
iimo rifpetro ai due rettangcdi MP^ RP; adunque il 
rettftn£(àetto BS è infìnlteùmo rifpetto al rettangolet- 
to Bvy che è infiniteiimo ^ cioè il rettangplo BS ò 

infinitefimo di infinitcfimo • Perciò il rettangolo JB P fi 

* chia. 
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chiama iHfinlteJmo del primo ordìnt^ il rettangolo SS 
tnfìnìtéjtmo del Jecondo^ COSÌ un* altra differenza , che j 
rifpettivamente al rettangolo B S fi diminuifle oltre qua- ^ 
lunque limite, fi chiamere»bbe infinìtcfima del terzo ordì- | 
ne. Lo fteflb intendafi del quarto, quinto 3 fello ce* 
ordine degli infinitefimi. 
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of^nizìottì elementari della Ceometrt/t 
degli Injinitejìmi • 

Quando nominiamo quantità* ìnfinitefime def pri* 
mo , fecondo eci ordine, fenz' altro aggiungere, 
"^ intendiamo ciò rifpettivamente alle quantità 
finite . 

I. Propofizione prima. 6^1 angoli a! centro , o al^ 
la periferia di un cerchio, di raggio finito , fé fono in- 
finitefimi, fottendono archi infimtefimi . Imperciocchè 
gli angoli al centro, o alla periferia fono fempre pro- 
porzionali agli archi, fopra cui iìififtono ; ma agli an- 
goli finiti corrifpondono fempre archi finiti ; dunque 
agli angoli infinitefimi corrifpònxletanno fempre archi 
aofinitèfìm! . 

II. Propofizione fecónda. In qualunque cerchio^, 
che per chiarezza fuppongo di ragv^io fitiito , V arco 
BMCy ( ^^^•i*)^ la corda BC fono infinitefimi dcU 
lo fteflfo oroine. Sì prenda V arco hMC nelk perife- 
ria del cerchio quante volte fi ptiò , e agli archi H in- 
tendano condotte le corde nfpettive ; farà l'arco BMC 
alla fomma di tutti gli arehi , come la corda £C alU 
fomma di tutte le corde ; ma la fv)mma di tutti gli ar- 
chi,' e la fomma di tutte le corde, fono dello fteila 

or- 
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ordine, cioè finite; dunque V arco BMC, eia corda 
bC fono dello ftcflb ordine d?,5;li infinitefimi . 

IlL Condotta dal centro A alla corda B Cla nor* 
male A KM taglierà la corda B C y e V arco in due 
porzioni eguali ; dal che fcgue, che T arco CMy ed il 
feno fieno infinitefimi dcilo fteflTo ordine. E* fpcile an- 
cora vedere, che V angolo RAC^ ed il feno fieno in- 
finitefimi dello ftcffb ordine , e perciò che nel trian- 
golo KAC^ che anzi in qualunque triangolo, gli an- 
goVi fono femprc dello ftellb ordinw'jdi cui fjno i lad 
jifpcttivàtncntQ a loro . 

IV. Propofizione terza . Nel triangolo rettangolo, 
ed acutangolo un folo angolo può elT-re infinitcrimo;, 
nel triangolo poi ottufango'o poflbno eflcre due , e 
poflbno eflere di diverfi ordini . La prima parte è chia- 
rififinia. La feconda fimilmentc è chiara; due angoli 
infinitefimi di qualunque ordine infieme con un' ango-* 
lo ottufo poiTono fare la fomma di due recti . 

V. Propofizione quarta. Nel triangolo rettango- 
lo B-^C C Fig. 4. ) fé fia r angolo C infinitefirao 
dei primo ordine , farà il lato oppofto B A infinite* 
fimo dell' ordine fteflb rifpetto agli altri due lati; 
li altri Iati AC ^ BC ^ che comprendono P ango- 
o infinitefimo , diffexifcono d' una quantità rifpetto 
a loro infinitefima del feco^ido ordine • E vicever- 
fa . Dimoftrazione . Sia nel triangolo B A C V ango-^ 
lo A retto , il lato oppofto farà B C , che prendafi 
pct raggio , B A farà il feno retto delP angolo C ; 
dunque il lato B A h infinitefimo del primo ordine 
rifpetto sid AC nunu j. Per dimoftrarc la feconda^ 
parte delia propofizione col centro C, e coli' inter- 
vallo AC taglio CM^CAy farà BM diiTeren- 
za dei lati AC ^ £ C ; e comecché il rettangolo 2^ H 

in BC +C A eguaglia il quadrato Ta 3 farà A C^C B : 
Tom. IL B BA 



f< 
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BA::BA:BM; ma AC-^CB è infinita rifpctto a 
B Ay dunque BA è infinita in riguardo a B M ;c per- 
ciò B M è infinltefima del fecondo ordine rifpetto ad 
AC . Lz terza parte è facile a dimoftrarfi . 

VI. Propofizione quinta • Nei triangolo acutangoc 
lo fcaleno B AC ( Fig. 5. ) pofto 1* angolo C infini» 
tefimo del primo ordine > farà il lato oppofto rifpetto 
agli altri lati infinitefimo del primo ordine ) i lati poi 
BC^ AC poflTono differire d' una quantità rifpctto a 
loro infìnitefìma di qualunque ordine incominciando dal 
fecondo^ E viceverfa, Dimoftrazione della prima par- 
te . Sia r angolo A minore dell' angolo B ; comec- 
ché r angolo A e finito per fuppofizione , condotta 
dall' angolo maggiore B la normale fi R nel lato C Ay, 
e prefa3!JSperraggio farà, il feno retto fi R dello ftef- 
fo ordine di BA num. g..; ma BR è infinitefiraa rif- 
petto a C fi del primo ordine num. j. ; dunque ancor 
B A è infinitefima del primo ordine . Dimoftrazione 
della feconda parte . L* angolo acuto A difFerifce dal 
retto per r angolo ABR^il quale è minore dell! angolo 
infinitefimo C , imperciocché aggiunto di comune V ango- 
lo R fi C deve eflere C-hRBC,cioè Tangolo retto^ maggio- 
re dell'angolo C B A^ che è acuto per fuppofizione ;:dun- 
que V angolo Jt fi ^ al più potrà efiere infinitefimo 
del primo ordine, come lo è C ^ e perciò RA zi più 
farà Infijìitefima del primo rifpetto ad il fi , o fia infini- 
tefima del fecondo num. 5... Ma C fi diflferifce daCR 
per una quantità rifpetto a C fi infinitefima del fecon- 
do; dunque CB non può differire daC^f, che per u- 
na quantità rifpetto a loro infinitefima del fecondo f 
potendo f et altro, come è chiaro, tale differenza eC». 
ter di ordine fuperiorel La terza parte ù dimoftra a* 
Sevolmente .. 

VII. 
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VIL Propofizione feda . Nel triangolo ottufangolo 
B AC { Ftg. 6. ) fé il folo angolo C fìa infinitefimo 
del primo ordine , farà il lato oppofto B A rifpccto a 
B C infinitefimo dello fteflb ordine; gli altri Iati BC, 
-4 C differifcono di una quantità infinitefima dello ftcf- 
fo ordine àx B A . 'E vicevcrfa fé un ango o degli a- 
cuti^per efempio JS^fia finito > ed il Iato contenuto fra 
V angolo ottufoie 1' acuto fia infinitefimo ^ farà Tan* 
golo oppofto e infinitefimo dello fteiTo ordine • Dimo* 
ft razione della prima parte • Dall' angolo ottufo A fi 
cali la normale A K nel lato BC; faranno gii angoli, 
B^ e BR A^ RAB finiti; dunque i lati ABy B R^ 
K A faranno dello fteflb ordine ; ma, A R rifpettò a 
CA è deir ordine dell' angolo C; dunque B A ^ BK 
rìfpetto z C A faranno dell' ordine dell' angolo C . In* 
oltre B C fupera C R per la £ K infinitefima rifpet- 
tò a C^ deir ordine dell'angolo C;maC/t è fupera- 
ta da C yf per una quantità infinitefima di un ordine» 
il cui «(ponente è doppio del numero , che efpone T 
ordine dell' angolo C num. 5. ; eflendo dunque que- 
fta feconda differenza infinitefima in riguardo ìl B R ^ 
BC ifupererà CA per Ia£Z> infinitefima dell' ordine 
dell' angolo C. La terza parte è facile adimofiraifi; 

Vili. Propofizione fettima. Nel triangolo ottuf- 
an|;oIo if B C , ( Fig^ 7. ) in cui un angolo Ce in- 
finitefimo del primo ordine > ed ,in cui per chiarezza 
fuppongo il lato CA finito > fé fìavi inoltre V ango- 
lo ottufo maggiore dell' angolo retto di ima qdanti* 
tà infinitefima di qualunque ordine ^ farà la differenza 
dei lati 9 che comprendono V angolo infinitefimo y in* 
finitefima del fecondo ordine • Se poi fa differenza dell* 
aneolo ottufo dal retto fia di un' ordine piò baffo dell* 
oidine dell' angolo C, per efempio fé. tal differenza 
fia del primo ordine % e 1' angolo C fia del Iccondo ^- 

B a al- 
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allora la differenza dei lati CBy CA farà deir^rdi* 
ne , che rifulta fommando V ordine dell' angolo C 
coli' ordine della differenza dell* angolo CB -4 dal ret- 
to ; che nel cafo farà del terzo ordine. Dìnibftrazio- 
ne della prima parte. Si conduca BS normale z B C; 
cflcndo r angolo ABS infinitefimo nei triangolo at- 
tufangolo ABS farà SA infìnitcfima in riguardo a 
B S num. 6. -, la qual BS è infinitefima rifpetto aCB 
num. 5.; ma C S fupera CB per una quantità infini- 
tefima del fecondo ordine 5 adunque C A non può fu- 
perare C B ^ che per una quantità infinitefima del fé* 
condo ordine. Dimoftrazione della feconda parte . -4 S 
in riguardo 2id AB è infinitefima dell* ordine primo ; 
A B in riguardo a BC è infinitefima dell' ordine fe- 
condo ; dunque S A iri riguardo a B C è dell' ordine 
terzo ; ma C 5 fupera C B per una quantità infinitefi- 
hia dell' ordine quarto; dunque CA fupererà CBpef 
la S A infinitefima dell' ordine terzo . 

IX. Propofizione ottava . Nel triangolo ottufarigolo 
ABC (Fif .8.) fc i due angoli- A , C fieno infinitefimi del- 
lo fteffb orcline , che per chiarezza fuppongo del pri- 
mo, tutti i lati fono dello fteflb ordine^ !a differenza 
poi del lato A C oppofto air angolo ottufo B dai lati ABj 
B C,che contengono l'angolo ottufo è infinitefima rifpetto 
ai lati del fecondo ordine* Viceverfa fé nel triangolo 
ottufiingolo ABC tutti ' i lati fono dello fteffo or- 
'dinei^e T angolo B diffcrifca da due retti per una quan- 
tità infinitefima del primo ordine, faranno gli angoli 
A^C infiìiitefinii del primo ordine •Dimoftrazione del- 
la prima parte •, Dall' angolo ottufo B nella bafe AC 
f\ cali la normale* B S, farà qucfta in riguardo al Iato 
BC infinitefima dèi primo ordine , còme lo è in rìguar» 
Aó a BAi dunque B C ^ BA fono dello fteffo ordine; 
dal che 'fi vede facilmente che fia ancora il terzo A G 

dell* 



e A V Q 1 1. Il 

dell* ordine fteflb • Dimoftfazionc della feconda parte* 
JBC difFcrifce da CS per una quantità infinitefima del 
fecondo ordine, come AB difFerifce da S -^ ; dunque 
BA-^-BC diffèrifce da ^fC per una quantità infini- 
tefìma dell' ordine fecondo. La terza parte facilmen* 
te fi dimoftra • 

X. Propofizione nona . Nel triangolo ottufangolo 
AB C { Fig. S. ) fé due angoli A e C fieno infinite- 
fimi , cioè A del primo ordine , C del fecondo , farà 
il lato A Bioijpc^fto ali* angolo C^ infìnitefimo del pri- 
ino; i lati BCy CA, che comprendono Tangploin- 
finitefimo C difTerifcpno per la lineota AB. Vicever- 
fa fé H lato £ ^^ fia infinitefimo del primo ordine 5 e 
r angolo B diffenfca dall' angolo retto per unaquan* 
tità mfinitefima del primo ordine , farà 1' angolo op« 
^ofto G infinitefimo del fi^condo ordine , e V angolo 
A del primo • Dimoftrazione della prinia parte ^ Dall* 
angolo ottufo B nel lato AC H cali la £S normale; 
farà B S riguardo a B C del fecondo otdine > e in ri<« 
guardo ^ BA àeì primo; dunque BA^ in riguardo a 
JB C /ara del primo • Dimofirazione della^ feconda par« 
te . Elfendo V angolo A infinitefiBio del primo ordine 
farà la differenza dei lati A Bj A S infinitefima dei 
fecondo Ordine in riguardo ad i4i^) -cioè del te.rza or-* 
dine, eifendo AB rifpetto ad ^C infinitefima del pri« 
mo; ed eflendo V angolo. BCS infinicefinao del fecon- 
do' ordine, farà la differenza. dei lati jBC,C5 riguar^ 
dv> a S C del coarto ordine ; onde la differenza tra 
A C y e C H y i uà del primo ordipe j cioè AB . La ter- 
ZA parte è facile a dimoilrarfi. 

XI. Propofizione decima . Nel triangolo rettango- 
lo 5 ed acutangolo, in cui flavi up angolo infinitefinioi 
gli altri Cingoli pOifona/prenderfi per eguali.; ciò però 
jkQa avvicoe nel triangolo ottufangolo , Quella PropQ* 

fi«.ÌQ^ 
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fizìone è manifeftiflima per le cofe dette; ciò non o 
ftante è degna di particolare rifleffione ; imperciocché 
ci infegna, che quantunque alcuna figure nella fuppo- 
fizione di qualche» loro elemento infinitefimo fi pofi!a- 
no confondere con altre figure, in riguardo a qualche 
proprietà ) ci infegna, dico » che tali figure non fi deb- 
bano precipitofaroente confondere colle feconde in ri- 
guardo a tutte le loro proprietà . Così tutti i triango- 
li , che hanno un angolo infinitefimo , fi poflbno con- 
fondere coi triangoli iforceli in riguardo ai lati» ma 
non già rappòrto agli angoli alla bafe^ perchè i^eltri? 
angolo ottulahgola quefta confeguenza condurrebbe ad 
un patente paralògifmo > come fi raccoglie dalla pro- 
pofizione ; adunque ogni qual volta iì vogliono con- 
fondere due figuire in riguardo* a qualche proprietà me- 
diante gli ihfinitefimii bifogtia dimoftiare ngorofaiziea- 
tC) che ciò fia leciro. 

CAPO III. 

Del differenziare j e dello Integrare . 

f. T^Iiferenziare una formola , altro non è » fé non 
XJ fé trovare la variazione , che eUa foiTrC) pofto 
che fiali alterata la quantità di qualche fuo el(;mentp« 
( La lettera d in appreflfo, quando fia prefiifa a qualche 
quantità) difegnerà la porzióne per cui la quantità fi 
lappone accreiciuta ^ o diminuita ^ la qual porzipne fi 
fiiol chiamare differenza : così dx denota laporzionci 
per cui la X fi luppone accresciuta ^ — dx indica la 
porzione) per cui x fi fuppone diminuita .. ) Efempio 
del differenziare fia il feguente . Abbiafi la formola 
éx^xx^ in cui A fia coftante> cioè non foggctta a 

can« 
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cangiamento alcuno , x al contrario (ia variabile^ cioè 
fottopofta a cangiamento : fingati adunque che la x di- 
venga x4-i/x^ ìj domanda che cofa diventerà laformo« 
la 5 e qual cangiamento fofFrirà • Per ciò ottenere , aU 
tre non (i dee fare fé non che fcrivere nella forinola 
dx in luogo di x y onde fìa la formola propolla 



cangiata in a^x-^dx + x-^d^ . x-^dx , cioè io- 



a x^a dx ^x x-^xxdx^dx ; dalla formola co- 
sì altexata fi fottragga \a propofta ^ ed avremo ad x 



2xd x^ dx 5 che farà il cangiamento della for- 
inola , che fi fuol chiamare differemz^ialc di detta for* 
mola y e fi fuole indicare nella feguente maniera^ 
D(^x-l-xx); onde farà £)(/jx4-xx)=z/i^x-4- 
zxd x-^dx* . Quando le differenze d x fono finite , 
ha luogo r efpofta equazione; ma fé folfero del gene- 
re delle quantità infinitefime ; allora il prodotto dx^ 
ovvero dx .dx (vanirebbe in riguardo ad a </ x-f-z xdxy 
fupponendofi x finita ^ e perciò fi può tralafciare per 
le co{è dette nel primo Capitolo; adunque in sì fat- 
U fuppofizionc farà D(/i xH-xx} = aix4-2x//x. 
In quello trattato noi difcorriamo (oltanfo delle diffe- 
renze infinitefime y comecché attiilime al noftro inten* 
to y cioè a (coprire con tutta efatezza ^ e ficurezza le 
proprietà delle quantità variabili • 

II* Integrare una formola diflEerenziale, altro non 
è Ce non fé trovare una formola y, la quale differen- 
ziata reftltuifca U differenziale dato • 5 è il fegno dell' 
integrazione o vogliam dire fommà; cosi S(adx^ 
zxdx y è ax'^xxy perchè differenziata quefta fi ot- 

nene 4EÌx-4r2>r4/x> che è appunto il d^ffereb^iale 
dato. • \ ' 

III. Due gran ProUeau fi £biK> pto^ofti gli ^^^* 

ii(U. 



\ 
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fti • I. Data una forinola qualunque ritrovare il fuo dif- 
ferenziale . II. Daca una tormola differenziale qualun- 
que ritrovare il fuo integrale . Nella rifoluzione del 
primo fono effi giunti all' univerlklità , che fi defide- 
rava, da cui fono ben lontani quanto alla rifoluzione 
del fecondo , come dalle cofe, che faremo per dire, fi 
farà manifefto.Per rifolvere il primo problema fi dee, 
come fi è detto, fcrìvere nella formola V elemento 
còlla fua differenza , in vece dell' elemento fteflb , e 
dalla formola cosi alterata fjttrarre la propofta ; il re- 
fiduo farà il differenziale ricercato. Avvertafi di tra- 
fcurare quei termini, che fvanifcono rapporto agli al- 
tri. Si vaglia per efempio il differenziale di x** fuppo-- 
nendo x variabile; in vece di x fi feriva x.+i/xnel* 

m 

la formola data , onde fia x+ d x , che fappiamo cf- 

fere eguale a x'^H- m x*"-' rf x j -f- x**-* Jx*... 

4- li x**: da queda formola fi fottragga la propofta, ed 

avremo il fuo differenziale sri^x^-'^x-f-w* . i» 

z 

x**-*</x*.. .*^-rfx'"; ma comecché 1 termini feguenti 
di quefto differenziale fvanifcono rifpettivamente al pri- 
mo i dunque. qnefto folo ritenuto , farà D x*" =wi x'"-Vx.^ 

Per differenziare -— farà D -— = ^ — . -. = 

x* X* T— ** X* 

x-f-i/x 



■ ^^""L ^... 5 ed alz&to attualmente il binomio 

X**. X -f. rf X 

alla i^tfteftà mi è tralafciati i termini , che fvanifco- 

PO) fi troverà D-—z=i^ — - — . Nella fieflk ni»nier3 

^ '^ fa. 



• 
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facilmente fi troverà Dicyznx dy-krj dx > c.D — =: 
^2 — ^^-I^ ^ fuppoìi^jtrfo variabili T x, « J'jr^ 

IV. Quando l^formole.Ibhò* còmpTi<*t<fVt ^pè» 
cialmente le cpntengoooradicaih per evitare la lun« 
2hezza elei calcofo u* chiede" dell* induftria, chc^pct 
k> più ciducefi ad opportune foftltuzioni . JEpcone gli 
cfempi -: Per avere 4l difiTeretieitik dì x^^i fi ^oiigaù 

ma è d r ZZ2 m }f"''^^ dj y e dtz:ztfx''''^dx pd numero 
precedente ; dunque loftituendo farà JD x^j'"=w ^f^y^t-t 
dy-^ny'^x'^'^dxz così per ottenere il diflFerenxialc 
del prodotto delle tre variabili xy % ; fi faccia j ^=^h 
onde fia .3)fj(2& r=: x^ ; ma l ydz-^z^djz^ d t^ e 
D X t=zx d t-+rt d X ; duiìqiic ìjliituendo farà D x 7 »= 
I> X tz=zxy d Zr+'X z dy ^j z, d x. Si voglia il differen- 

cial^ di v^ 2 a X — X X ; fi ponga lux — v x = z») fa- 

^ ^ • ■ I J iiiii Iti I H I .i. X 

lài^ ^^lx-^x xz=z.Z2 ^ tD^iax — xx=2);^5 

r=: — *» dz per il numero precedente , cipiè 

Dzrzz, — ^; ma è dzzzz'x adxr^i^d x ^ numero 

precedente i dunque foftituendo farà I> f * = - - -- 

1*^^.. — xd^ tC / ^i I ' ' ^ 

— =: DJzu x-r-x X • In/altra, maniera; pon- 

V 2. ^ X — XX 

gafi ^ za X — xxm», 'farà Dy lax — xxmift^ 

e za X — xA-rzrx*, e differenziando iarà z ad x — 

^. j •** tf^x — X dx ' 

X xd x:r:zzdZMy Ciùò' dZi)=z ì ::;=; ^ 



T0m. IL C ^^^ 



f ^ 
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f. (JL^JlA D f^+2S\ i ma abbiamo 



nJL^ 



y y* :-. * X* 

tò precedente > e per confeguenza D h -D — =:? 

quc foftitucndo farà D ^ÌL^-ÌV :3= f (IL^Jl^ 
X ^i JL^ iydx^xdj). Per differenziare 

,.^^f . fi ponga = a&, farà i = /MaH-x-? as ,e 

oz=ia^d M-J a& X* // xH-x3 4/ » , perchè la differenza deU 
la coftante è zero; onde farà dz, — ~\ — -^ =: 

ZlUL — —1 cflcndo pertanto -zzxzyCD— 

(;4?+x3)*V '^ / «54-^3 ^ i|34.x3^ 

r=:x^z^4-z^ix, fatte le foftituzioni di * , e zi :& fa- 

, ^ X ' dx 7x^dx 
ara D 1= — ^. — - — —-2 -— • 

tf34-x3 ^34-^3 (tf3 4-x3)* . 

V. La rifoluzion.e generale del fecondo Problema, 
cioè ritrovare la fommadcl atta differenziale, man- 
ca 5 e perciò fiamo coftrettì a contenerci nei cafi par- 
ticolari . Conviene prima di ogni altra cofa fapere >. 

che. 
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che alcune formole differenziali non ammettono in» 
tegrale alcuno di Aia propria natura ; e quantunque poi 
aitile lo ammettano, ciò non ottante namo privi di 
metodi per condurle in gr^n parte alla integrazione 
ricercata ; dunque noi daremo i metodi per didingue- 
rc quelle dia qtiefte , ed efporremo ì ripieghi, che fifo- 
no prefi in quefto ultimo cafo • Frattanto confideriamo 
ouefle formole, che facilmente fi integrano per le co- 
le che abbiamo detto • 

VI* AJbbiatno veduto T\um. 6. clic i D x"*t=iii x^'^'^d x} 

dtmque al rovefcio Smx'^'^dx iatà x*,da chefiin- 



^m^i 



Icrifce facilmente che S x'^dx ffa , pofto m nu- 

mero pofitivo • Avvertafì , che alla fomma fi dee a^r 
giungere fempre il termine coftante>che chiamo Ayiì 
quale fi dèe poi determinare nei cafl particolari ; per* 
che il differenziale x'^d x , tanto può . nafcerc dalla^ 

formola , quanto daquefta ^ A • Similmente ab« 

. m-4-i 

biamo veduto che.J> — z=z ■ ^ ~.; dunque alrove* 



> I 



ma X i _ ^ .. _ dx 



Tcio faràS =- h-A: e perciò S __ . 

A. Sappiamo pertanto integrare lai 



formola Bx'^rfx fuppofto m qualunque nutaero pofi- 
tivo enegativo,avendo effaper integrale ^^ \- A ; 

il coefficiente B coflante non altera r interazione 
come è chiaro. 

VII. Havvi per altro un cafo della predetta for- 
inola j il quale sfugge 1' integrazione , il che fuccedc 

C % quan* 
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B d>c 



f uando Ha mzz. -~i y cioè quando fia la formola 

By^^^ B 

allora diviene )r A=i — +Ay quantità in- 

— l-4-l 0. 

finita ; di quefto qaio fi tratterà nel Capo. 6; 

VIIL Tutte quelle, formole , che mediante qual- 

«|ue foftiwzione fi poflbno ridurre alla formola x'^dx 

riceveranno, integrazione •. Sia per efempio la formoU 

%J^à%. % — ^(k \ in cui w (ìa numera fratto qoalunquej 
t intiero e pofitìvo ; fi ponga % — a:=ixy on4e fià 

jt= x+ii):6'=x4-« , izz=idxi fatta lafoftituzio- 

nc avremo la formola dtiferenziale x-f- /i . x"^// x j ed 
alzato attualmente x-h^- alla, poteflà: /f fi.avranno al- 
trettante formòle dìflfèrenliali y delle quali fi sa tro* 
vare la fomma, eccettuato il cafo del nu. 7 ; NelU 
ibmma dau per x fé. fi. foftltuifca. la *, fi otterrà V in- 
tegrale della, propofta formola data, per i ^ Non vi fo- 
no regole generali., per^ Le; foftiruzioni, le, quali, foltan- 
to dipé^ndtmò dalla, pratica , e dàir ìndtitftrìà, comzlQ 
rileverà dai cafi , che. fono per occorrere nel decorfo 
di quefto compendio*. : 

IX. Quando fi prefentano formole , le quali non 
^. fanno integrare,) gli. Analifti ricorrono ali* Integra- 
zione per ferie , ovverà alla quadratura dèlie CurvK 
Noi efporrema brevemente- ciaf<:tino. di quefti metodi, 
e principieremo dalrintegrazione per ferie ..Avverto, 
^che-le integrazioni^ jche. .efigono le ferie, o le qua- 
drature, fi chia/nano trafcendenti ; quelle poi , che ciò. 
< non richieggonb/ fi chiamano aliebraicbe . 

* 

CA- 



y 



CAPO IV.' 

Dcir Integrazione delle: Far mole d^treuziali 

col mezizo i^lle ferie . ^ 

L T metodi da noi addotti nel Tomo primo di xì^ 
JL durre in ferie qualunque frazione , e qualun^ 
que poteftà imperfetta, offia^di efponente fratto, di- 
vidono qualunque fotmola differenziale in formo- 
li dìffercnziaii razionali ài' numcxf> infinite , 1^> 
quali fono tutte algebraicamente integrabili , fuor* 

che il cafo, in cui vi fia — • Conviene pet altro av* 

vertire, che' le fèrie fieno convergenti, eflfcndo totaU 
mente inutili le divergenti , e le parallele . Prima dì 
moftrare V ufo delle ferie nell* integrazione , non-^ 
rincrefca di vedere un altro, metodo auai fpedito di ri* 
durre in. ferie, le. frazioni *. . 

IL Si^. da ridurfi. in ferie la. frazione -i • Si 

b^mx 
finga quella frazione: eguale ad uno. ferie, infinita con 

li coefiìcienti indeterminati > onde, fia . ' ^ i = -/tf -4- 



B X + C X* + D x5 4- E x4 -f- F x^ ec. y A Aoltipliclii 
J' Equazione per b-{-mxy ed avremo 
n=: b ilH-B b x-i-C b x^-fJD b x^^+^Eb x^-^Fb x^ ec. 
-V-il mx^B m x*-+.C m >fi -j^D m x^ j^ « xVec* 
Si faccia verificare quella: equazione col porre b A=z4% 
e tutti gli altri termini eguali aJ;.3iero,ì dia ta] fi^ppr 

fizione nafcerà if — >--)- B =:' "/ ■ ■■ 4-C=s ~7 ' ^ -S 

b b . b 
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D = — ~^ I E = — Z — , F=r ec. Sicché ci- 

b b h 

afcun coefficiente è dato peri' antecedente moltiplicato 

per -— -j—, o vógliam dire i coefficienti coftituifcono 
b 

una ferie ricorrente del primo ordine • Abbiamo pei 

tanto con facilità ridotta in ferie la frazione , 

b-\^m X 

ti-- ^1 js ^ ^^ mBx* 
lu quale fi ritrova Cfusalc ad ^T"^ r— ~* 

fff C x^ 

_.- — ce* Quefta ferie deefi adoperare fino a tanto 

h b ^ h 

che fia X < — , quando poi uà. x > — , allora con- 
viene formare la feguente Equazione -= u 

m x^b X 

Ti C D E F 

. H— rH- H— tH — 7 ce. da cui col metodo di 

X* x3 x^ x^ X? 

fopra fi ricava =: — — •«* 

m x-^b m X m x* m x^ 

he 

.^— ^ ec. ) nella quale equazione AyByC ec. difegna* 

m x^ 

fio il coefficiente del termine antecedente. 

III. La Frazione da ridurfi in ferie fia — 

H- e: X -H n X* 

che fingo eguale alla ferie -/f-f-Bx-f-Cx^+D x^-f- 
JE x4 -f- F x5 ec. Fatta la moltiplicazione pel denomi- 
natore della frazione ) avremo 

§^m K:=:Jf A-^b B X + b C x^ + b D x^ -^ b E x^ ec. 

^ f il X 4- e £ X» H- e C x3 4- f D x4 ec. 
4-»-^x*4-«Bx5-H»Cx4 ec. 

Si 
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Si faccia verificare qiiefta cquazMne col potvc h Az=za. 
(^b B^c A}x:=:zmx y c tutti gli altri termini eguali 



al zero . Avremo Azn — % B =: s C = 

b^ b 

Dz=z , »E=: ■ I — ec* 



b ' b b 

i quali coefficienti coftituifcono una ferie ricorrente 
dei fecondo ordine > in cui ciafcun termine è dato per 
due antecedenti) del quali il più vicino al termine da 

ritrovar/i fi dee moItìpNcare per , ed il piti re^ 

n * 

moto per ^^ -r^ 

IV. Nella fteffa guifa operare fi dee , fé la frazio* 

ne fofle ?+?x + >ix^ ^n^^ ^ ^ ^^^^^^ 

a^bx^cx^ ^dx^'^^' ^ 

maflimo della x nel numeratore deve elTere minore alme- 
no per 1 unità deki'efpv)nente maiVimo deUa ftelfa x nel de- 
nominatore > acciocché fi pofià /libito ottenere la ferie 
ricorrente; Ja qua] condizione fi può far fempre verifica* 
re dividendo attualmente il numeratore, pei denomi- 
natore . Ciafcun vede , che il prefente metodo di ri* 
durre in fet^e le frazioni richiede la moltiplicazione 
della ferie >*H- Bx-f.Cx»-4-Dx^4- £ x^ ^-.F x^ ecv 
per un altra ferie a -^ b x^c x^-^d x^ -^ e x^ '\^f x^ te. 
la quale efeguita fecondo la maniera confueta, rìfultft 
il prodotto 

#ulH-aBx-|-rt Cx»-4-tf D x^-hii E x^-f* tf Fx5 ec 

^bAx-^-bBx^-ArbC xJ ^bDx^-^-bEx^ ec* 

4- cAx^-^c Bx^ -{-e C x^^cDx^ ec. 

-Ì-dAx^^dB x^^ dCx^ QC. 

^ e A x^'+' e B x^ ec. 

+ fAx^ QC* 

Dal, 
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m 

Dalla fola infpezione di quefto prodotta jff dédu-» 
ce come fi poflane ottenere i coefficienti, degli altri 
termini fupejrìori fetìza r attuale moitiplicazione , il 
che agevola di n^olto ia riduzione delle frazióni ìru 
ferie* 

V; Veniamo ora all' ufo delle ferie nella ìntegra* 
zione . Sia propofta da fommarfi la formola dilTeren*» 

ziale , la quale non riceve integrazione algc* 

43 x^ 

braica. La frazione ^ fi butti in una ferie infìni« 

ta coi metodi dati, onde fia — f ^1:^1 + — -j^ 

x^ j ^ . a^d'x j ' x^dx x^dx 
u ce. dunque farà -^ *-. =: dx^ — 1 

4- ^ ce, ed integrando farà S r=u4-Hx4-« 

a^ a^ — x^ 

X^ ^7 x-to 

ec. "QueRa ferie * convergente fi- 



no a tanto che a > x , quando poi ^ <c Xy allora è di- 
vergente , e perciò inutile : in quefto cafo la frazione 

fi feriva così ■ ■ , e fi converta in ferie, ed a- 

x3 — a^ ' 

^^i ^ a^ . a^ (fi d^ d^^ 

ìrtèmo r =^+^-^^4- ec, e maltipli- 

X3 A^ x^ X^ X^ X'* 

■^« j » r ^' — a^dx — a^ d X a^ d x 
cando per — d x farà = • — ZJLl — 

X3— 4^ ^3 ^ 

- — r 7T-^^^y e fommando farà S' 1- = A 

a^ a^ ^p 0}% 

4- -— r4-T-7 + -s— ffH TT^Cola qual ferie è tan- 

ax* jx^ 8x* XI x" ^ 

te 
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to più convergente quanto più x^ è maggior di a . 

Vf. Apportiamo un altro cfempio, che riguarda 
le poteftà fratte . Sia da integrarti la formola di^eren- 

iiale xdx. a^x , e fia p qualunque numero intie- 
ro, o fratta, pofitivo^^ o negativo, e fupponiamo che 

X fia fempre maggior di a: Si faccia la poteftà p di 

ì p I 

tf -4- X 5 onde Ca a^x z=z a^-^p a^-^x -(- p • i a^-^ x* 

ce. e moltiplicando per xdx farà x d x. €^x ==: 
a^xdx^p a^'^x^dx — p S~' a^^^x^ dx ce. edin- 

2 

• ^ «• ^ ^ 4^ X* p a^'^x^ 
tegrando farà Sxd x. a-ì-x =-rf-| + ^ 

. ^3 

4- i-i ce. 5e li numero p fia intiero e poG- 

tivo, la ferie conterrà un numero finito di termini , 
come altrove abbiamo veduto . Se poi p fia, numero 
fratto , h ferie va all' infinito ; non per quello fi dee 
da ciò conchiudere , che la formola differenziale prò* 
pofta non poffa rice vere algebraica integrazione, quarh 
do p fia un numero fratto; imperciocché la fteffa for- 
mola è lUta da noi integrata mediante una foftituzio- 
ne nel Capo precedente al numero 8 , la qual cofa è 
degna di iiflolfione. 

VII. Havvi un altro metodo dì ridurre le formo- 
le differenziali in ferie > b a più fcmplice efpreffione 
proprio del calcolo integrale , e^ di cui fanno ufo gran- 
de 1 migliori Anali/li ; Eccone J' efempio ; Sia da fci- 

prre in ferie k formola Si confideri come 

x3 



Tm. IL D co- 
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CofliaGte i^-t^Aclc fi integri, farà la foiama 




a^ ' '' 



fi diiFercnzì q.uefta falfa fomma acciocché fia 



— /:^3 1, y ^ ) ^^ qu4l€ fojmola differenziale e diver^ 
fa dalla propofta per il termine iil — ^ . Or la 

propofta formola differenziale cosi fi difponga fénza 

alterare la fua quantità • .— ^ — —2 

7xUx , a^'+-^^ (a^^x^y 

+ ^ , — 5 ed avremo i due primi termini di que- 

fta ferie algebraicamente integrabili, eflfendo la loro 

fomma — — — . II terzo termine della ferie fi trat- 

ti come fi è trattata la formosa differenziale propofta, 

cioè fi integri) fupponendo collante ^ , onde 

fi abbia 1» fomma . ^ ^ ^ • j quefta falfa fomma fi dif- 

e _ • ./■ » ZX^dx 2.7*X^dx - 

ferenzi, e nafccrà-2 ? , .Per tanto 

ii terzo termine della fopraddetta ferie così difpofto 

fenza pregiudizio della fùa quantità, cioè ^ ^ 

i^x^dx i.i^x^dx . {ai-^xìy. 

~ (^3^,^3)i + (^>^,^,y avrà i due primi termi- 
ni algebraicamente integrabili eflT^ndo la loro fomm^ 
T—i; — -—; il terzo termine ^' ■ fi può tratta* 

re come la formola propofta , e così replicando le ftef- 
fc operaiionì, come ognun vede , fi potrà convertire la, 

for- 
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mola propofla in una ferie tale, che i termini fuoipre* 
fì a due a due (ieno algebraicamence integrabili ; quindi 
le farà efsa convergente , fi potrà con elfa ottenere 1* 
integrale proflj/no della formala differenziale propofta « 
Quello metodo refo familiare reca gran follie vo agli 
Analisi in moltìilimi incontri . 



CAPO V- 

T>elV ufo della Quadratura delle Curve fercmfìruìrt 

le Forinole differenziali* 



1. Qla una Curva qualunque AC { fìg. 9, e io ) 
i3 riferita alla linea delie afciife ABy che fi fup- 
ponga divifa in parti eguali Aa ^ai Uy la^a^^ aB; 
alla Curva fi inferivano i rettangoli anelai n^ia^n 
e fi circonfcrivano \ rettangoli a m^ laim ^la^m ^ 
£ 4 m , farà la differenza dei rettangoli inCcritti dai cir-- 
confcritti eguale al rettangoli am^ Hzm^ in^tn^ 
^n 4m, la quale di^renza , come ciafcun vede , e e* 
guale ai rettangolo B^m; Ce dunque le porzioni ^/r, 
aia ec. faranno minori di qualunque data, cioè infì* 
nitamente piccioie , faranno altresì i rettangoli inferir- 
ti , e circonfcritti alla Curva ABC infiniti di nume- 
ro , ed infinitamente piccioli ; e la differenza degli in- 
ferirti dai circonfcritti , comecché eguale al rettangolo 
B^m infinitamente picciolo, pure farà infìnitamen* 
te picciola , e con più ragione farà infinitamente^ 
piccìola la differenza dei rettangoli inferirti , o cir- 
confcritti dalla area della Curva ABC ^ la quale a- 
rea è d' una grandezza media tra i rettangoli inferirti 
e circonfcrirti j dunque per le cofe dette nel Capo i. 
la fomma dei rettangoli infctitti , o circonfcritti, quan^ 

D j^ da 
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do (lenò Infinitamente piccioli > farà eguale perfetta- 
mente air area della Curva ABC. 

IL Quefto difcorfo foffre difficoltà, quando le Cur- 
ve fieno afintotiche; imperciocché la differenza tra la 
fomma dei rettangoli infiniti , ed infinitamante piccio- 
li infcritti alla Curva ABCy {Fig. ii.) e 1* area del- 
la Curva fteffa, non è foltanto 1* ultimo rettangolet- 
to e Bnm^ ma (juefto più lo fpazio infinitamente lun- 
go m nR y di cui non fi sa fé divenga minore di qua- 
lunque dato; e dall' altra parte il primo rettangolo cir- 
confcritto non fi può mai avere , perchè la Curva non - 
topca mai V afintoto . Adunque trattandofi di quadra- 
re le Curve afintotiche , fi richiede induftria ed avver- 
tenza y come in qualche cafo a fuo luogo faremo ve- 
dere . 

III. Dopo aver dimoftrato , che le aree delle cur- 
ve fono eguali alla fomma dei rettangoli infiniti, ed 
infinitamente piccoli infcritti alle ftelTe, patfo ad ef- 
porre T ufo, che fi. fa delle aree delle Curve per in- 
tegrare le formole ditferenziali . Sia la formola diffe- 
renziale X//x, in cui X è data foltanto per x e co- 
ftanti ; la funzione X fi riduca fempre a lineare col 
moltiplicarla o dividerla per qualche coftante arbitra- 
ria , o fua poteftà , così fé folfe X di terza dimenfio- 
ne fi divida per ^t*; ciò efeguito fi deferiva una Cur- 
va, le di cui afciflc fieno le x, T ordinate le jinX 
preparata come fi è detto; quefta Curva fiaf £( F/j. 
12. J riferita alla linea delle afcifle ACyt fia-4Czz:v, 
C ìE z=iy zizXy Ce fia d Xy farà il rettangoletto infini- 
tefimo CcmÈzziXdxyC la fomma di tutti i retta n- 
goletti infinitefimi inferirci a quefta Curva farà SX // x; 
ma la fomma di tutti i rettangoletti infinitefimi in- 
fcritti alla Curva è eguale all' area della Curva i^C E F; 
dunque SXdx è eguale all' arca ACEFy io fpazio 

AC 
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ACEF femprc fi può ottenere almeno meccanicamente; 
dunque col mezzo dell* aree delle Curve Tempre avre- 
mo la fomma ovvero V integrazione della formola diiFe- 
xenziale Xix fuppofta X qualunque fuozione di y . 
IV. Sia la formola differenziale da integrarfi 

d x^ 1 a x-^xx; effendo la quantità che moltipli- 
ca hd X di dimenfione lineare , non fi dov rà fare alcuna 

moltiplicazione , odivifione. Pongafi y :=z^i ax — x x, 
e delcrivafi la Curva di quefta equazione , la quale fa- 
rà un- cVicolo del xaggio C A =.a^ C^'g- i^ ) e dell* 

afcifle^if=:x,edellei?I>=j ; dunque S dx^i a x—x x 
farà eguale al fegmenro circola re A B D .Se la formo- 
la differenziale fofle ftata dx^ z ax-^^xx ; defcrit- 
ta r Iperbola equilatera A D ^ { Fig. 14) il femiaife 

di cui fia CAzua^ farà Six y^z^i x + xx =: allo 
fpazio Iperbolico BAD. 

V. Sia ^^ la quale fi moltipllca per a accioo* 
^ a, — X 

^ ad x\/x . , •. -• 

che fia ■ quantità lineare , quefta fi ponga rry, 

^ a — X 
t nafcerà una Curva di terzo grado y la quale fiaADH^ 
( ^^£* ' 5 ) ^^ ^^^ condotta qualunque ordinata B D 

rara S li^ = ^ BD , e 5^:^=^!^ . 
V^a — X ^ a — X ^ 

Se fi proponga U formola f — , quefta fi molti- 

a* -+. X» 

plichi per a^ y acciocché _, che pongo mj j 

divenga quantità lineare ; fi deferiva la Curva H CK 

^ dell* 
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deir equazione y = , in ciii fia A Bz=ix k 

BCz=zy ; farà S ^ eguale allo fpazio H A BC ; 

Ftg. i6) dunque S = . 

VI. Non è per altro neceflario al noftro intento 
il coftruire la Curva colle afcilfe = x ; anzi fpeflTo rie- 
fce utile ed elegante fcegliere un fattore differenziale 
della formola data, che (fa algebraicamente incegrabi* 
le , e porre il fuo integrale zrz z y e confiderarlo co- 
me afcifla della Curva da defcriverfi, e V altro fat- 
tore pollo =:j, confiderarlo come ordinata. Cosi nel* 

U formola di fopra efpofta ■ ^ ■ ridotta colla molti^ 

V^4— X 



— •«11«m V/^«*nrkr%l4 » 



X 



plicazione per -— alla formola -j- — , fi ponga 

^ 2 . ^a — X 

■ ^ =:dzy integrando, farà ( num. 8. Cap, 3.) 
2^a — X 

A — ^aa—'ax=zì aggiungo la collante Ay che 



è arbitraria ; dunque A — zzzz ^aa — ax , ed ^ — 

a 

a — X ; ineltré fi faccia y^/i x :=zy , farà >c:=z ^ ; 

u 

dunque avremo 1' equazione della Curva , in cui le a* 
fciffe fono le ;& ) e le ordinate fono le yy cioè 

p._ — = ZjL I cioè A if — a A %^Xt % =/if a — yy% 

cpo- 
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e polla A-==La^ farai tf* — *.a6=jfjf. Per laqualco* 
fa col raggio C A=a(F'tg.ii) defcritto il circoiQ fi feghi 

AB:=i%'=:a'^^ aa^tixy e fi conduca BDz=iy 

ad x^x 



:=z^ ax^ farà V area -/f\BD=?jf^fl& = S — =r j e 

perciò 5 ^ = . Dipendendo r integra-^ 

^a—x ^ 

zìone della forinola ^y^ àzWz quadiatuia del cir* 

y^a — X 
colo^ancor da quefta dipenderà la quadratura della Curva 
jfDH ( Fìg. 15. ) con cui num. 5. fi è coftrutta la 
predetta formola . 

VII. Alle volte in vece di coftrurre una formola 
differenziale mediante la quadratura di qualche Cuxh 
va ) giova alla femplicìtà) eìi alla eleganza coftruirne 
un' suitxa ^ la quale infieme colla pxopofta riceva inte- 
gr azione atgebraica ». Sia propoda la /ormQia ji d. x ^H 
integri quefta formoU fupponendo y coftante , ed avraA 
fi xy. Si prenda la differenza di xj^ e farà D xy 
=^ ^ J+J ^ ^i dunque integrando avremo xyzrzS x dy 
^Sydxy ed xy — Sxdy=:Sydx. Pertanto fé fi 
ritroverà mediante la quadratura di qualche Curva Sxdy 
e fé quella fi fottrarrà da x j , fi otterrà V integrale 
della fofmola propofta y d x ^ Prendafi per efempio la 

formola -* , la quale così éifpongafl x^ j 

x^^a^^ xx-^aa' 

quefta integrata ungendo x^ cozzate ^ otterremo 
xi 

> ■ num» 9. Gap. 3. j perchè pofta xx;=j&afar 
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rà xidxzii — , ed j = -— for- 

mola foggetta al metodo del predetto numero; inol- 

... ^ Jf5 — x^ dx ' 7,x^dx 
tre abbiamo D — ■ _ = j- -+- ^ - > 

^ xx-^-aa ; — -T v^xx4-/i^ 

^ xx-^-dd ^ 

x^ « x^dx « — X^^AT 

perciò .. — — 3 S ■ =0 — j. 

X^ d X 

Integriamo ora colle quadrature — > Si ponga 

^xx^aa 

X d X -■ ■< ■ ^ — III 

—d ;ùi integrando farà z= ^x x + aa ^ ed 



y^x X -^a a 



x = y/»2S — a a; fi faccia j = x , e fi deferiva Ia-# 
Curva colle coordinate ^y z y la di cui equazione 

%Zf — aa:=zyy cfprime V iperbola equilatera ; dun- 
que col femiaffè CA=:a defcricta T Iperbola ADf 

{ Fi^.14 ) fi tagli C BzzzzzzL^xx-i-a a i e condot- 
ta P ordinata BD, fi avrà ^ ^ — =:ABD . Per 

y'x X-+- 4 a 
la qual cofa fé quefto fpazio prefo tre volte fi fottrag* 

x^ 

ga dalla quantità algebraica • -^ ) fi confcguirà 

^ X X '^aa 
r integrale ricercato della data formola — - 



r* 



(xx-+-ir^)* 
Vili. Il metodo di coftruire le formole diiferen- 
zlali colle quadrature , non ci abbandona , quantunque 
dette formole contengano uno | o più fegni fommaco- 



ni 
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rii. Sia da integrarfi la forinola izSydx^ in cui y 
ila data per x ^ i/ 2> per x , e d x in maniera però^ che 
ammetta integrazione algebraica . Sarà D % Sydx-zz. 
dz, Sy d x-^zjdx; dunque ZfSydx'^Szydx=z 

S d z Sy fx ; ma Tappiamo Inte^arc almeno colle 

quadrature Sydx^ e Szydx ; dunque dzSydxfi 
integra colla quadratura di Curve algebraiche ^ cioè di 
Curve ìr cui y è una fui\zione finita della x . Per al- 
tro la formola differenziale , che contiene fegni fom*- 
matoriì generalmente parlando efige Ja quadratura di 
Curve non algebraiche, che fi chiamano trafcendenti, 
p meccaniche^ cioè in cui la y non è funzione finita 
ilella X. L' efempio metterà ciò in chiaro «Sia da co* 

z d X '9 'd X 

ftruire la formola > - . S ^J . Si coftruifca in prl- 

a^ ' a • ^ 

mo luogo la Curva algebraica AD {Flg. 17 ) ledi 

cui coordinate -4 B =: x , FD = y -, farà la fua area 

ABD^Sydx.SÌ ponga B E = dl£.^ slÌl ^ 
e nafccrà la Curva' meccanica A E^c fatta BEz=:m, 

Z TH dx 

la formola diffctetiziàle propoftà diverrà—^. — ; fia 

m uà 

B F=:z — ,c nafcerà Falera Curva meccanica AF. 

• ' Z Wi "4* X 

la Si cui area ÀBF farà =S— — — , queRà divi& 

p er a fi faccia eguale ^BG ^ farà BGz:zS \ z^ 

zd'x^ydx^ , ^ „ - , \ 

S — — S ^ — . Se VI fietìo nella formola differèn- 
a (t a ' • ' 

ziale <ja coftruirfi jgiù fegni fommatorii ^ t&net £ dee 
lo fteffo metodo* ' ' 
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IX. Avanti di lafciare quefto capo ftìmiamo non 
cflcre fuor di propofito dire qualche cofa intorno 
la quadratura delle curve, che fono riferite al fuoco; 
delle quali abbiamo dato qualche idea nel T,I. jCap. 
XIH , Lib. III.. Partano adunque le ardinate. CB:=zy 
( Fig. i8 ) dal punto Cj che comunemente fi chiama 
fuoco ; faccia C b con C B un angolo infinitefimo , cen- 
tro C intervallo C B fi deferiva Parco minimo Bmz^x^ e 
fia data l'equazione fra C B=y , b mz=;dy , B mz=zd x. La 

l\l /T ^* 

differenza dell' arca A€B farà il fèttore CBm rr-i ;. 

2 

dunque V ifteffa area farà eguale a — Sy dx . In que* 

Ila fommatoria in vece dì d x Ci dee foftituire il di lu,i 
valore dato per y } t dy ^ e deefi fare V integrazione 
acciò pofla rcftarc determinata T ifteffa a.rea . Abbia^ 
ino detto doverfi foftituire il valore ài d x dato per 
y^ e dy y imperciocché effendo d x un arco minimo 
defcritto col raggio variabile non è differenza di aN 
cuna linea , e perciò, non fi può. avere il di lui inte- 
grale ; ciò non òftante fé fi vogti^, rimevere dalla for- 
inola la y , farà necefliario ridurre V ifteffa formola ad' 
un arco defcritto col raggio coftante ^ il quale arco dee 
effere la differenza di un arco finito ) acciocché pof^ 
(iamo giungere alla fommatoria . Ecco il metodo. Con 
qualunque raggio C A'z=z a fi deferiva il circolo ji D ; 
chefeghi CB,Cb iaD^d. Si chiami ^f DrriSjDdrrrf z. 

farà jf : a : : dx : dz,; dunq^uc rfx=- — ^^e — Sy d x 

I y^d^ a z ' 

=: — S . In quefta fòrmola ' fi può foftituire in 

vece di j il di lui valore dato per as, ed in feguito 
far r integrazione , la quale f^rà efpreffa per V axco dì un 
circolo dato. 



CAPO y: 



ss 



X. Sia la curva -rf B dell' equazione . ^^ 2. z=zd x j 

dunque farà^LlZ = JLj//x > ed integrando farà 

2^ a ^ 



s 

,2 



-^H rr = — Sjdx. Sttppofto che V area debba 

fvanire , e diveltare n«lla,, quando^ H^ yiizCA^zg^ 

a* — a* 
lari jt^ =:o^ dunque ji=: , e perciò V arca 

della noftra curva farà eguale ad ■ ^^^ , li^ 

qual farà poficiva , fé fia j > 4 , negativa fé j < ^ , e 
poito y=:Oy farà T area = Se poi vogliali ri- 
movete la 7 , defcritto come lopra il cìrcolo del rag- 
gio =:a ^ ti ponga nell' equazione deiia curva in ve- 
ce di //^ il di lui valore 1^ ; farà JÌL.= 1± , 

ed integrando in maniera però, che fatta j=^, fia 
8& == (? , avremo;! \/y — 2 ^a n; ----- , e perciò 

—4 

, 52» -)-> la Zr -4- X ^ 

^V J --=2 — 3 ed -)(*=: — 5 dunque 



I ' . - ^ 1. • ^- 



In quella manièra fi fa tìulla la fommatoria porta *==» 

E a XI. 
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XI. Per parare all' ufo di. quefte quadrature nel 
qoftruirc k forinole differenziali , fig da coftruirfi la 
fòrraola r^jr, in cui T fi fùpponga data per <y . Si di- 
vida Tdy per ^ ,:e fi ponga eguale, i. d x , il qual^ 
d X fia un arco minimo di circolo, dercritto. col rag- 
gio^. Avremp dunque I! equazione iZiZ — </x di 
una curva, riferita al fo«o,: la qftale (ìa AB v ed iti-. 

cui fxx CB=yt i5«^rf*if«tft pertanto. rrf;j±-l£S, 

z 

e perciò fommatoria S ri^rr J- ;?j dx; ma I Sydx- 

eguaglia 1' area /dfella curva 4CB; dunque Srd%c- 
guagHa la Itelfò Wéa- 5tf C B , dunque la propofta for- 
inola è ftata coftruìta.per la quadratura di una curva 
Riferita al fuoco . 
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ì^el quale J! dà la formala, della quadratura del circolò , 
e dell' Iperbola Apolloniana , e un' idea della 

.. jcurva logarifm^a, e delle -quantità. 

logaritmiche.' 

l'./^^^do le formose differenziali vogliòn cofttulr- 
V^lì mediante, la .quadratura di curve » il buon 
: ordine.jsfige, che ciò fi faccia con curve il più 
che fia pofiibile fempHci . Tali fono. le fézioni coni- 
che, tra le quali però fa parabola ammette, come fi 
vide , quadratura algebraica . L' elliffe , e 1' iperboli 
■ vedremo > che noni' ammettoo tale; e perciò chi ad 

effe 
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tfR nella coftrmione delle formole differenziali an te 
poneiTe curve più alte 9. moftrerebbe di non curar gran* 
fatto la fempliciti. 

11. Sebbene la quadratura del? cHifle dipende da 
quella del circolo; fia ADB ( Fìg. 19 ) un* elliflfe , 
AB il fuoaffe maggiorerò il centro^CD il femiaf- 
fé minore ». Sopra AB fia il femicircolo -rfOB, cht^ 
vejrrà' divifò in due quadranti da C D prolungata in O. 
Prcfa un' afcifla qualunque -4 ^P^ fia PMla corrifpon- 
dente ot Amata t\e\V elliffe ^ e* P N h- corrirpondentò 
ordinata nel circolo .. Prefa Pp infinitefima, ctondot* 
ta V ordinata pm ncW elliffè , e prolungatali in n si 
che fia p.n ordinata- del circolo , indi condotte le MU,. 
_Ni parallele alP afle,. i rettangoli P M Rp, PN r pj. 
che non. differifcòno fé non d' una quantità infinitefi- 
ina dagli elementi P Af'm p, P N n p degli ^azii A'M Py. 
^AHP^ potranno èffi preaderfi per gli elementi degli 
fpazii ftcifi . Dunque fatta ^C=CBz=;CO = /i,. 
C D z=zb s A V= X y onde Pp = ifx, PB = 2 a—x y 

y ' 
farà per la proprietà dclP ellifffe PMz=. — ^zax—X9Cy 

e quindi P elemento <lèllo fpazio ellittico AMP^ cioè* 
P M ;? p z= — — |/i ^x— XX : per là proprietà poi . 

del circolò fòrà PN r=.^\a x— x x , e però Pelèroento 

dello fpaìio circolare i4NP>.cioè PKr ^^dx^i a. x— xx. 
Swà ssiertaQto lo ipazio cUituco AHV al cirfcblarc 

ARP::.^ Sd xJi ax—x x: Sdx'J lax^-^x^x > 
a ^ . 

do«i: :4f:^i , che è tina «agionidata , e però nptQche 

foffc Io fpazio circolare /f hit P , farebbe iofiemc <»oto- 

^ eUUtico AMF^ Dunque la :)quactrati»a (ieir «Uifle. 

dipeli*' 
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dipende da quella del circolo . Noi dunque folo di qw^ 
fta parleremo . 

III. Ognun vede, che la formola d x^iax — xx , 
dalla cui integrazione dipende la quadratura del cir- 
colo , non è comprefa fotto il canone generale.^ 
x*^ d X delle formole integrabili algebraicamente. Ta- 
li pure fi troverebbero tutte V altre efpreffioni dell' c- 
lemento dello fpazio circolare, che potrebbon cavar- 
li prendendo le afclfle x non dal vertice ^4, ma a ca- 
mion à\ cfempio dal centro C , o da altro punto . Cia- 
icuno potrà facilmente procàcciarfi da le molte di 
quefte tbrmole , e farà bene ad imprimerfele nella itien* 
. te , affinchè incontrandofi nel calcolare in formoU fi* 
mili.poffa fubito accorgerfi , che vano farebbe il ricer- 
carne r integrale algebraico , e che la loro integrazio- 
ne dipende dalla quadratura del circolo • In quefto 
compendio lafcieremo di portar tali forinole rimerten- 
do alla diligenza dei giovani ftudìofi il ritrovarfcle : 
piuttofto pafleremo a cavare una formola, la cui in- 
tegrazione dipende pure dalla quadratura del circolo, 
ed cflendo affatto razionale , è forfè la più importan- 
te delP altre da averfi fempre prefente alP animo , 
perchè ad efla tutte 1' altre finalmente fi riducono . 

IV. Avvertafi dunque , che nel circolo ha luogo 

qucfta. proprietà , che in elTo la quadratura dello Ipa- 

zio A HP dipende dalla rettificazione del còrrifponden- 

te arco J H . Imperocché condotto il raggio HC ri- 

fulta il rettore N C^,chedifferifce dallo fpazio AHP 

pel triangolo PNC, che elfendo rettilineo, è« cfpri- 

mibile algebraicamente . Però la quadratura dello Ipa- 

* zio AHP dipende dalla quadratura del fettore NC ^, 

't viceverfa . Ora condotto il raggio. infinitamente prof. 

fimo n C, è chiaro che il triangolo. infinitefimo K Cn è 

V ciet»eoto del fcttore N C -4 ^ e il triangolo N C n 

fi può 
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fi puà» riguardare come rettilineo , eflendo V arco N n 
innnitefimo 5 e però infinitamente poco diverfb da una 
retta perpendicolare al raggio C n : per la qual cofa 

farà efpreflb V elemento del fettorc KC A per — 

Cn ^ 

'Nn^ e il rettore fteflTo per S , Nn, che percf- 

z 

fere C n coftantc è lo fteflb che —^ S N n . Ma«. 

z. 

S K IV = air arca A K > non eflendo N a altro appun- 
ta che V elemento di queft" arco» Dunque la quadra- 
tura del fettore KCA^ e confeguentemente quella 
ancora dello fpazio AKP dipende dalla ' rattificazio- 
ne dell' arco corrlfpondente ^N .. Tutte pertanto le 
formole differenziali , la coftruzion delle quali dipen- 
de dalla quadratura del circola 9 fi può anche dire , 
che hanno la loro integrazione dipendente dalla ret- 
tificazione del medeiimo cuccio ^ e ad ella deono poi- 
terfi ridurre . 

V. Ciò preme/Tò , fia ^ 2" perpendicolare ad A C\ 
e prodotti i r.ggi CN, Cn finche incontrino AT m 
Ty Q t, fia T'i^^perpendicolare a Ct, e perciò pa- 
rallela ad N n . Chiamata A Cz=ia ^ A'Tzn z, , onde 

5rt=:^;6., re =y^r7Hh^'l&.,fi avrà TC:CA::Tt: 
STjQL) cioè \f aa-^ zTZ :a :: d^z» iTQjiz 



Ma Cr;CN::r^j Nn 5 cioè >Jaa^%7:>\^ -; 
^ — : N n .. Dunque Nn=.^^^^ \ che è i* 

elemerfto dell' arco circolare ^^N^^che ha per raggio 
AQz^ììy e per tangente AT:=z:i\^ A quefta fomu. 

dlii>- 
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dunque , che è tutta razionale , dee per \t^ 

cofe dette di fopra poterli ridurre ognuna delle for- 
inole , che elprimono dififercnziali d' archi, o di fpa- 

zii circolari ♦ 

t j - 

VI. Deefi riflettere , che la forinola — fem- 

a «.— |-z-;6 

pre fi può mutare in altra , in cui apparìfca efprefli- 

mente la forma dell' elemento dell' arco <:ircolare . 

A quefto effetto hafta folo moltiplicare la^ formola , e 

dividerla nello fteffb tempo per la coftante , che nel 

denominatore è fommata col quadrato della variabile^ 

così — X — ^- i e apparifcc fubito, che V integra- 

le è — S 5 cioè la coftante .: — raoltiplica- 

a s a c-+-Zf Zf a e 

ta per V arco di circolo, che ha per raggio \^ac^c 

per tangente z» • Awertafi ancora , che la formoU 

^ 0É n ^y 

ftefla — aflFetta del fegno — fi fuol riguardare 



come il differenziale dell* arco O N , che è il com- 
plemento di ^ N , il qual arco O N calando appunto 
pel medefimo elemento N n , per cui crefce 1' altro 
A N , dee avere lo fteflb differenziale , che ha 1* al- 
tro , ma affetto di fegno contrario • Sarà dunque^ 

S ■■ := arco circolare di raggio a , e cotangcn- 

tf » 

VII. Svolgendo in ferie , come fi è infcgnato al 
Gap. 4, la formola Jlll^, fi troverà -ii^ ^ 




Q Af O 

à% H 

u* a^ éfi 

frando fi avrà S =r z, 

^ a a-^ZfZf 

^— y. ec. 5 che è :r= « pc^ » = ^ ; onde l* arco efpref- 

fo dalla ferie comincia appunto da A . Fatta » =r « 
che è la tangente dell' ottante, farà V otta va parte 

àella circonferenza = ^ . x - l 

di cui il doppio fari il quadrante , e 1' ottuplo la ci*, 
conferenza intiera . Ma dd circolo fi è eia detto ab- 
òaftanza . Veniaffio air iperbola . 

Vili. Sia tra gli afintoti C H, C ^ ( % 20 ) pofti 
m angolo retto 1* iperboli BM^ A cui fi**/ 1* 
potenza. Prefa 1' afciffa qualunque CP = x» e lacor- 
rifpondcttce ordinata P M = ^ , Cirà per k nota pto 

pnctà dell' iperbola xj=zaa, ondej^t!^. Coo- 

, X 

dotti I ordinata infinitamente proffima m p , onde fia 
Ppz=Jxy farà PMotp? demento dello fpazio com- 
prerò tra la curva t V afintoto , il qual elemento, co- 
me fi è notato anche di fopra , non diffcrifce che in- 
finitamente poco dal rettangolo Af P. Pp. Sarà ént- 

que tale elemento efpreflb per H£f , fotroola , che 

X 

ouaatunque fiacomprefa nella generale x*dx, ^wre» 




dratura dell' iperhola . 

IX. Chi Yolefie lo fptzio iperbolico efprcffb per 
Savt. il V una 
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una ferie infinita , converrebbe che prendefle le afcif. 
fé fu r afintoto CVdz un punto diverfo da C,aca- 
gion d' efempio da ^, che corrifpondc al vertice prin- 
cipale JB dell' iperbola, in cui V ordinata AB, come 
pure la porzion d' afintoto CA è eguale al lato del- 
la potenza. Imperocché cflendo C ^=/i , fatta ^ Pr=«, 
onde rp=zJz, e ritenuta FM=zy, farebbe Tcqua- 

lion dell' iperbola a+sb .y;=aa , cioè y = -!ll> , « 

quindi I' elemento dello fpazio iperbolico = I^JÌÌ 

a-i- z * 
la qual formola buttata in ferie dà gd^^zdz-^ 

%*dz. %Mz %*>d% z'idz ^ „ aadz 
r~+ — ; ce. Dunque S 



^ax,- 1 1- -IL_ ce. Siccome 

z 3« 4«» ^ai 6a^ 

pofta z = , la ferie diventa = o , cosi è chiaro, che 
lo fpazio da cfla efpreflb comincia dall' ordinata A B, 
ed é ABMPy comprefo dall' afcifla qualunque A 1'=%, 
dalla corrifpondente ordinata PM , e dall'arco BM, 
Se fi volefle quello fpazio efpreflb per x , cioè fé fi* 

volefle la ferie equivalente a S -^ ^ , altro non fi 

X 

avrebbe a fare , che foftituirc nella ferie ritrovata x—a 
in luogo di a., e farebbe SÌl^^=:a(x~-.a) — 



fi ' ec. 

6 «* 

X, Ma per ifviluppat meglio la natura dello fp* 

> zio 
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-^ zio ipetboUco , prefc due afciflc qualunque CD^CP^ 
dopo le quali ila terza proporzionale geometrica ia 
CE^c condotte le rifpcttivc ordinate D QjPM yEOy 
fieno picefi i due clementi D d , P p nella ftefla ragio- 
ne di àD:CP^ e condotte le ordinate dq,pm.Ef- 
fendo per la natura dell' iperbola C D : C P : : P M : D j^ 
farà agche D d : Pp : ; P Af : D j^^, e quindi D i^ Dd 
= P Af . Pp, cioè i due elementi D^d^PJWrmp 
dello fpazio iperbolico eguali fra di loro ^ Egli è iti^- 
nifcfto ^ che intendendo ptefi altri due elementi d f , 
pr nella fteffa ragione di CD : CP^oCiz, di Dd.Pp, 
o (ia di C d ; C p , e tirate le nuove ordinate f g, r s, 
^ a proverà ncJla ftefla maniera , che fono fra di loro 
eguali anche i due elementi dqgf, pmsr;e lo ftef* 
fo varrà di tutti gli altri » che nel medefimo modo fi 
poflbn intender coftruiti . E* manifefto ancora ^ che fup* 
ponendofi C D :CP : :CP: CE^^ quindi CD\CP r. 
' D P : P E ^ non fi potrà intender profeguita V accen- 
nata coftruzionc fino ad effer efaurita tutta la retta 
X)P con le porzioni Dd, df ec,, ed efaurito tutto lo 
ipazio DQJ4P con gli fpazietti D^qd, dqgfec, 
fenza che venga nel medefimo tempo efaurita tutta la 
,^xetta PE con le porzioni Pp, pr ec. , ed efaurito 
^tutto lo fpazio PAfOE con gli fpazietti PM mp, 
pmsr ec. Dunque in quanti elementi refterà rifoluto 
lo fpazio D qJ4,P ^ in altrettanti refterà rifoluto an* 
che lo fpazio P M O E • Corrifppndendo pertanto a 
ciafcuno degli elementi del primo fpazio un elemento 
eguale del fecondo , e evidente che ancor tutto Io 
fpazio primo D DM P è eguale a tutto il fecondo 
l'MOE. . 

XI. Dunque prcfc fu I' afintoto CF quante afcif- 
fc fi vogliano CD, C P , CE ec. in continua ragion 
geometrica , e condotte le rifpettive ordinate D jB^> 

Yz P^i 



l IB R O 1. 

P M , E O ce, gli fpai» iperbolici D QM PyMPOB 
ce. corrifpondenti alle differenze DP, PE ec. di ta* 
li afcifle ) fono tutti fra di loro eguali . Donde appa* 
fifce, che gli fpazii DQJdP^ DQ^E ec. prefi da 
una delle ordinate D l^procedono m continua ragio- 
ne aritmetica • Apparifce ancora , che Io fpazi» D QV 
comprefo tra P ordinata D j^ tra la curva i e P a* 
fintoto non folo è eftefo all' infinito) ma è anche in« 
finito, come quello che è compofto d* infiniti fpazti 
X) QM. P , P l/lOE ce, tutti eguali fra di loro , e fi- 
niti • 

XI L Neir Iperbola dunque apolloniana riferita^ 
agli afintoti ad afcilTe prefe dall' angolo degli afinto- 
ti i e procedenti in ragione geometrica corrifpondono 
fpazii procedenti in ragione aritmetica • E però , (ic* 
come i termini d' una progreffìone aritmetica fi chia- 
mano logaritmi dei termini loro corrifpondenti in una 
progreffìone geometrica , cosi fi potrà dire 3 che gli fpa- 
zii iperbolici D Q^ P 5 P MO E ec. prefi da una co- 
ftante ordinata , come £> Q^ qualunque ella fiafi , fo- 
no i logaritmi delle afciffe CPj C Ecc. prefe dall'an- 
golo degli afintoti 9 alle quali efli competono • 

XIIL £ quello vale ancora degli fpazii prefi da 
quella coflante ordinata D D verfo la parte oppofla , 
cioè verfo V afintoto C H .Perciocché prefe minori 
dì C D quante afcilfe fi vogliano C^, CX ec. > tal- 
ché C D , C -rf , C X ec. fieno in progreffìone geo- 
metrica , e condotte le ordinate -rf JJ , X Z ec. , è e- 
vidente, che la dimoflrazione fatta di fopra (n. lo.ì 

BA, 




cbà la ferie geometrica decrefcentc delle afciffe CD, 

C Jly 



C A^CX ce precedendo air infinito fenza arriirarmai 
ài aero , quello fpazio farà compofto d' infiniti fpazii 
J> qB As ABZX ec. I che ciTendo tutti eguali al 
primo D Q3A^ che fi fuppone finito » faranno pur tut- 
ti finiti. Secondo^ che gli fpazii DQ^AyDQ^X 
ce* fonoì logaritmi delle afcifle CA^ CXec^ i egua- 
li fpazii eflendo negativi rìfpetto agli fpazii D Qjk Py 
D Qp E ec. , perchè s* eflcmtofio dallo dcffé termi- 
ne D Q^vecfo la parte oppofla , perciò è nanifeflo i 
che po^v ^ofmvv V Vo^antm'i delle afciffc niaggioti del* 
la C D corrìrpondcnce al principio degli fpazii iper- 
bolici , i iogaritmi delle afciife minori della medcfìma 
C D fono negativi » e il logaritmo della C D ftefTa è 
timlloy o Zia zero, poiché V aifiiTa C D corrifponde al 
temine D Q% ove cominciano gli fpazii sì pofitivi i 
come ntfativi , nel qual termine lo (pazio è nullo • 

XI v! Parendo un* incomodo, che i logaritmi di 
linee fieno fpazii , e non linee , per ovviare a queftOf 
fi poffono intendere quegli fpazii divifi tutti per una 
Tmea coftante, che così rifulterannc^ altrettante linee 
proporzionali agU fpazii medefimi, e per logaritmi cfi 
linee fi avranno pur linee. Supponiamo, che la linea, 
per cui fi vogliono dividere detti fpaxii , fu efprcffa, 
per ^, qualunque ella fiafi . Siccome gli fpazii erano 

cfpreflì per S t^^y cosà le linee , che nafcono fa^. 
U la divifione di cfle per *, ^^inno efprefle per 
S liiiL , e per S ili 3 fatta cio^ la quantità co* 

(Unte -— = e. 
b , 

XV. Se dunque pel punto D s* intenderà deferi- 
ta una curva IDt ule » che il rettangolo di qualfi* 

▼o* 



./ 
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voglia ordinata P F nella linea coftante h da eguale 
al cornTpondente fpazio iperbolico D Qll P prefo fein* 
pre dalP ordinata D Q^ ficccrme in cfsa le ordinate.^ 
/F faranno i logaritmi delle corrifpondentiafcifsé CPj 
co?ì fi chiamerà una logaritmica^ oppure una logijlica; 
€ quefta curva , facendo PF=:ujC ritenendo CP=::x, 

avrà fct equazione » = S j o uà «=S ^ 

^ bx X 

Si vede, che quefta non è curva algebraica , ma., 
meccanica, poiché la fua defcrizione dipende dalla^ 
quadratura dell' iperbola , che abbiam detCo non pò* 
terfi algebraicaraente ottenere . E* chiaro , che le or- 
dinate P F della logarìtmica corrifpondenti ad afcifie 
CP maggiori di C D cadendo da una parte dell* a A 
fé C^, le ordinate X[ corrifpondenti ad aicifse CX 
minori della medefima C D cadranno dalla parte cp* 
j>ofta , poiché gli fpazii iperbolici , a cui le ordinate 
della curva fono proporzionali , efsendo pofitivi , quan- 
do corri (pondonp ad afcifse maggiori di CD, fono 
negativi , quando corrifpondono ad' afcifse minori di 
cfsa CD. E ficcome gli fpazii iperbolici tanto da unsr 
parte , quanto dall' altra di D j^crefcono in infinito, 
così le ordinate P F pofitive della curva , e le ne- 
gative XI crefceranno di qua e di là dal punto Din 
infinito; onde la curva avrà due rami, uno pofitivo 
D F^ e r altro negativo D 7 , i quali fi fcofteranno a- 
mcndue infinitamente dall* afse CP; il primo poi è 
manifefto , che fi fcofta infinitamente anche dall' altro 
afintoto C H dell* iperbola prolungato indefinitamente 
oltre C; ma il fecondo gli fi accorta fempre maggior- 
mente 3 onde elfo afintoto C H ferve tf afintoto ali* 
iperbola infieme, ed al ramo DI della logaritmica. 
XVI. Ritenuta anche la ftefla iperbola -B iM) , o- 

ff}un vede, che la logaritmica IDF Uxh diverta, fe- 

con- 



condo che diterfa fi fupporrà la linea coftante ^>per 
cui 5* intendono divifi gli fpazii iperbolici . V equa- 
zione dunque « ::r S > , o fia nirr 5 L^ fervei 

bx X 

9L dìverfè /ogaritmiche ) fecondoche è diverfa la quan- 
tità b nella prima equazione > o la r nella feconda • 

Quefta quantità — > o T equivalente ^, fi chiama, e 

b 

come a fuo luogo moftietemo ^ è la fottangentc della^ 
logaritmica. Ora fìccome «= /x , intendendo pel ca- 
rattere / indicato il logaritmo di quella quantità, che 
gli è fcritto fotto ) al qual ufo riferveremo, d' ora in- 

ostnzi queAo carattere , così efleodo u=iS i-^ , farà 

cdx ^ 

S = /x. Ecco dunque una maniera d* efprimerc 

r integrale della formolal-^ , e di tutte V altre a 

X 

lei fimilì ; dove è da avvertire , che nel!' efpreffionc 
Ix non apparendo in quale logaritmica s' intenda pre« 
fo il logaritmo indicato, converrà fempre aggiungere 
nella logaritmica , cbe ha ferfottangente e, cioè la li- 
nea coftante , che nel numeratore moltiplica il diffe- 
renziale della variabile • 

XVII. L* integrale dunque d' una frazione qua- 
lunque , che abbia per numeratore il differenziale del 
denominatore moltiplicato per una linea coftante , i 
il Vogarumo del denominatore prefo nella logìftica , 
che ha per fottangente la linea coftante , che molti- 
plica iJ numeratore . Così 5Ì— ^ è=:/(;&±tf) 

tielU logaritmica , la cui fottangente =: r • In &tti 
fi fupponga *±4=:x; farà </ » = 4< x ,. e q"!'*^* 

S 
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S SJL1=z S —. Mz S—z=:lx nella loraritmi- 
ca, la cui fottfti^ente ^; duiujut iPeftituendoft±^iii 
luogo éì XyÙxkS i^ = /( ^ ± tf ) neUa detta lo- 



{aritmica • Simumente farà S ■ ^ ■ =r 

X X Jl X 

t(xx — a x) nella logaritmica , che ha per fottangeH- 
te tf^ come apparirà chiaro facendo xx — axz:zt^ 
polche farà zxdx — ad xzzidty e la formola diver» 

rà S ^— ') che ha pet integrale il logaritmo di f^ cioè 

di X X — a X prefo nella logaritmica , la cui fottangcn- 
te =:a. Nfl capo feguente fi vedrà la maniera di ri- 
durre a lineari le quantità logaritmiche , quando non 
fono tali. Vicevjerfa farà it differenziale d' una qua^ 
dunque quantità logaritmica una frazione ) il cui nu-- 
meratore fia il differenziale della quantità poftafotto 
il fegno logaritmico moltiplicato per la fottangentò 
della logaritmica, e il denominatore (ia la quantità 
fteffa pofta folto il fegno logaritmico. 

XVIII. Due co(e ancora , prima di chiudere que- 
fto Capo , fi vogliono oflervare circa i logaritmi . La 
prima è, che condotta dovunque una linea parallela a 
C P , come la L K , che venga incontrata dalle ordi- 
nate PFy ETy Cr ec. in K, K, S, ec. , tanto lo 
K J, R Ty SY ec, quanto le PF, £ T, Cr ec. po- 
tranno eifer riguardate come logaritmi delle quantità 
CP, C£, CG^c, o delle loro eguali LK, LR^ 
I S ec* ; e ciò perchè |)rocedendo le KF, R T, Srec. 
con le fteffi: differenze , con le quali j^ocedoa» le P l<^ 
ET^CX ec« ) non potranm quefte camminar in ragioa 

ar&t« 



aritmetica, /enz^ cbe in ragion aritmetica camminino 
ancor quelle. Dal che' (i fa chiaro ^che » -fiflar iilóm 

Irarjtmp di quaifiro^lia linea non bafta aver nota ]a 
ogKHca , in cui il logaritmo fi dee prendere ^ ebe é 
Ito ftéfla ch« 4trìl f taya bafta ^ex nota. la i4;>acao^n^ 



te della logaritmica, ma bifognar ancor fiiTare in efla 
logaritmica T sfflTéjSA evi fi ddbbono prender Icliàeci 
per aver nelle corrifpondenti ordinate i loro logarìt* 
mi . Or quefto ù ftabilifce affegnando la quantità , z 
cui (i vuol cKe- corttfponda pa logukn^o i^.xera,,)^ 
qual quantità 6 chiama il protonumero. Infatti ognuno 

* degli affi paralleli ^ ai quali fi può inteoderr riferita li 
AeiTa logaritmica , ha il fuo protonnmero proprio: C P 
ha C D y L K hz LI . In qualfivoglia logaritmica la^ 
determinazione del protondmero è da principio subU 
trarli r' nìa fiflato che egli fi Da una voica y non è pvk 
lecito , finché fi ffa nel medefifcìò fiftema di coCb^ LL 
mutarlo • In cì^fcun cafo particolare tìùtì foelion man* 
car c'ircoftanze > che regolano V antUfta • nella fqeka^ 
d^ un protonumero piuttofld ^ che d' un' sdiva ^ come 

, fi vedrà nelle applicaizioni^che a fuo'lttogo iareaio di 

' «ucfta teoria . ' ^ 

XIX. L' altra cofi, che (i vuot óttrrare, è tìm 
a prender i logaritmi delle quantità non' è neceflàrio 
aver in pronto tante curve logaritmiche , quante pof«^ 
fono effere le divcirfc fottàngcnri fuppofte nei varii lo« 
garitmi ) che s' hanno a prendere : una foisl t logaiitM 
mica bafta, ootendofi Tempre con un piccol artificio 
foftituir una logaritmica air altra. Sia /x, chefuppon- 
ga la logaritmica della fottangente /; e fi voglia tro- 
vare quefto logaritmo nella logaritmica ^ che ha per 
fottangente e • Si finga u:=zlx nella logaritmica.» i 
che ha per fottangente /.Differenziando ( n. 17. ) farà 

fiO^ IL G du 
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à u z=L^ • Si noltiplichi 9 e fi diTida nel medefimp 
cempo la feconda parte dell* eguaglianza per €; <m^ 
àt ùz duzc jLyc • Integrando (ara m . cioè Iti 

ex f 

prefo nella logarìtmica della fottangente f^izi^lx 

prefo nella logoritmicai che ha per fottangente r. 

Dove è da avvertire i che dovendo i-. / x prefo nel« 

e 

la logarìtmica , che ha per fottangente r diventar tzzo^ 
quando diventa r=:# Ix prefo nella logaritmica ) che 
Ila jper fottangente /, converrà nella logaritmica del- 
la fottangente e fupperre Io fteflb protonumero » che 
fa fuppofto nella logaritmica della fottangente /• Dun- 
que li prenda il Ipraritmo della quantità nella logarìt- 
mica , che fl ha alle mani i fuppofto in efla il mede- 
lima protonumero » che fi fupponeva nella quantità io«^ 
garìtmica propofta \ indi fi prenda la quarta propor- 
zionale dopo la fottangente deUa logaritmica, in cui 
li è prefo quefto logaritmo ^ dopo la fottangente del- 
la logaritmica 9 che fi fupponeva nella quantità prò* 
pofta I e dopo il logaritmo trovato ; e farà quèfta.^ 
quarta proporzionale il iosaritmo delia quantità tal 
quale fi farebbe trovato i le fi fofle pcefo nella ^oga« 
ntmica propofta « 
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SI 
CAPO VII. 

Del célcolo dei Légaritmi , e delle Quétntitè 

EfpoHeHziali . 

L ^Y^Utti i logaritmi delle divcrfc quantità > che fi pof- 
jI fono concepire, prcfi in una fteiTalogaritmica) 
diconfi formare un medenino fiftema di logaritmi . I fi« 
demi dunque di logaritmi fono tanti , quante poflbno 
cffct le logaritmiche , cioè infiniti , e fi diftinguono ti- 
no dair altro mediante la fottangente , come appari*- 
fce dal n, i6. del cap. precedente . Le quantità , di 
€uì s' intendono prefi i logaritmi in qualfivogìia fifte- 
ma , fi cWameranno d' ora. innanzi Humeri , ficn© poi 
veramente numeri , o fieno linee . E* manifcfto , che 
fé le due formoIe-^,Befprimeranno due quantità, a 
voglia» dire due numeri eguali , anche i loro logarit- 
mi prefi in vn medeiìmo fiftema, e pofto per amen^ 
due lo fteflb piotoRamero> faranno eguali ^ cioè iàià 
IA = IB. 

IL Eflendo ì logaritmi in ferie aritmetica , tipn^ 
tre le quantità, di cui fono logaritmi, cioè i numeri 
fono in ferie geomeirica,è chiaro, che prefaperpro* 
Umumcxp 1' unità s il. logaritmo del prodotto di due 
oomtri X , z> farà eguale alla lomma dei logaritmi di 
tifi numeri) cioè fata l miùizzIk-^Ix^. Imperocché 
farà fiempre i : x: : z:xz,y e però il logaritmo dell* 
unità ^ cioè zero ( fupponendofi che V unità fia il prò* 
tonumero ),ix,2s, e/x2» faranno aritmeticamen* 
ce ptt>pb»io«ii, e perciò (? + /xa = /x-f./À,cioè 
ix Sbozzi x^lz. Se il protonumero non foife Puni- 
ta , onde il logaritmo dell* unità non fcffe ' zero , fa- 
rebbero aritmeticamente proporzionali i quattro log*; 
ritmi liy Ix, /», /x»5 e fi avrebbe / Uh/ x*=/x 

G a +1 
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•+./j&,ondc IxsùzizlpC'i-^lz — / 1 , cioè il logaritmo del 
prodotto di due numeri x,a& farebbe eguale alla fom* 
ma dei logaritmi dei numeri medefimi iminuit^del lo- 
garitmo deli* unità • Per maggior comodo $* Intende 
ordinariamente , che il protonumero fia 1* unità , e co- 
si noi fupporrcmo fempcc in appreffo, quando non fi 
avvifi in contrario. 

IIL F facile il vedere ^ che Ixzy farà =/^ 
H-Zz»-+*/j, perchè riguardando x» come un nume- 
ro farà Ìxajy=i:/xz.+ /jimarxz,=;x4-Zj&j dun- 
que / X ;& j =; / X H- / » -4- ' j • E generalmente il loga- 
ritmo di quaifivoglia numero di quantità infieme mol- 
tiplicate larà eguale alla fomma dei logaritmi di elTe 

quantità . 

JV. E* anche facile 1* intendere, eh e 7 x*=«/x. 
Imperocché x" è il prodotto di tante quantità ^ ognu- 
na eguale ad x , quant' è V esponente n . Dunque 
( n. j. ) farà ix« =:lx^lx^lx CQ. finché fi fia-* 
pollo ix tante volte quanto è A* efponentc n : e pe^ 
rò farà Ix^ziznlx. E ciò vale anche quando T ef- 
ponente n folfe numero rotto : poiché fia la pò* 



m 



teftà rotta x** . Fìngafi x* r=y, farà x*=j* , cprea 
dendo i logaritmi da una parte e dall* altra fi *-•" 



( n. I.) / x"'= /y > cioè iiiix= «/jf^ e quindi. ~ ^ ^ 



m 



= /j. Ma jrrx*' ; dunque — fx!=:/x* . 

V. Anzii vale ancoira quando T efpiaaeatc £pft nt» 
gativo • Poiché fia x"*** » e fingafi x"* =: j . S^ti^ =zy ] 

' X \ 

cioè X =:jf x**; prendendo (n,i.) i logaritmi o=:lyx^^ 
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cioè ( n. ij.) •= /jf4-/>^> e Cn.4.)D*=fj-f-«/x: 
donde rifulca ly = —ml3f^^ Kfticutfid» in Ivego di 

j il fuo ralorci l^r^ =5 — m tx. : ,.; 

VI. Quindi fi può dimoftrara 5 cbc il teorema $• 
'dkende anche al cafo, che V efponente fia irraziani* 

le. In fatti fia xV^ IVriclé^^r^A fi^ag•fi^^4é^ 
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ec. Dunque x^ =fcx ■ ^ 
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1^ 



kW * * K ec £ prendendo i ìù^ 
-ti. . I I II ^ 

•>"■■ ii*/x.>f> II»! 51 



Il I I 

4f- ■ ■ U^lx ce. 1 Cioè ' 

JL J 

/x^ =!-+• — »+ I ■■ ■ li* 

il— M—— —————— ^ I II 

I J J 

ir ' ir * » ^ 
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•+• ,. »4 ce. r / «f > e refti(«> 

2.3 .4 

•odo in luogo della ferie , che moltìplica tx il Tao 

valore , fi avrà finalmente /*V^=yV./x. 

VII. Dal nomerò quinto fi raccoglie , ' clie il 
lofjarìtmo d* una frazione è eguale ai logaritmo 
4cT numeratore meno il logaritmo del denominatore. 

Sia 
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Sia liL. Effendo — =:x^S Cura /~=s/x»-«=/ai 

*t- /jr« ; ma ( o. 5. ) /jr« = — /j» . Dunque / -^L=Jm 

y 

^ly • Da quanto poi è ftato detto fi»* ora fi vede j 
che ogni quantità logaritmica fi può) quando non è li- 
neare ) ridurre ad efler tale • Poiché farà a cagion d* 
cfèmpio /xjf=/x+/j, /x*=;2/X| /Vx = |/x^ 

l — —lx—ìy. 

VIIL Quando I' efponciite d* ima quantità coftao^ 
te ) o variabile è un numero noo coftaote , ma varia* 
bile> allora la quantità cosi devau a poteftà varia* 
bile dicefi quamìtà effonenziale . Tali fono le quantità 
^> ^ ) pofto a collante I x ^y variabili • Equi avver- 
tafi ) che potrebbe V efponente medefimo efier uiwl^ 
quantità efponenziale ^ come farebbe nelle quantità 

a 9 a ) z» ; e potrebbe V efponente eflfere una^ 
quancirà elponenziale di quefta ieconda forta^ come 

©die quantità b^ , ** ; e cnsl via difcorrendo. Noi 
parleremo prima alquanto della quantità efponenzialc 
fempliciifima e* ^ dove e è coftante, x variabile. 

IX. Fongafi e'=j. Prefi i lotóritmi da una par- 
te e dall' altra y qualunque fia il filtema in cui quefti 
logaritmi s' intendono prefi , purché fich prefi amendue 
nei fifteraa medefimo^ farà ( n.i. ) /e'=/jr, epcrlecoft 
dette ai n.A^^.6. xlezzily. Or le cofe dette ai nu- 
meri 4. y 6. fuppongono» che il protonumero dctl fi* 
ftema , qualunque eflb fia» in cui fono prefi> i logarit* 
mi y fia 1* unità . Dnoque il pai&ggio dall' equa&iof 

ne 



ne e^'—y^ jiH* riera xlt = ly in wlvQ qufiftp fuppofl«* 
E xH *fari? nrH*^ equazione *="jr ponendo xnrcy di- 
venta .r'' = I > cioè j =: I . Or trafportati quefK va* 
ÌBti df^.,3f mrU''aIir)L-#qiiait9iie'W.r:^<jp, iì imitl^ 
efla in o./f=^/i , che per e(rere fuppofta r quantità 
Unita ) non può fuOì^lete^ quando non fia / i =r ^ > ciofr 
I il protonumero. ' 

X. Quella determìnatione del pfotonumcro , co- 
me apparifcc petr le cofc dette al n. i8. del cap. preceden- 
te 9 non linàta punto il liftema, in cui yogUonfi in- 
tender prefi i logaritmi . Supponiamo dunque ) che 
tra gr infiniti fftcny l logtrkml per V equazione x/r 
=: ly fieno prefi in quello y in cui il logaritmo delkt? 
quantità data e. riefce eguale ali* unità. Eflendo lezszi, 
V cquaziofie diventa. fuisdto x = /j ydove x coxrifpon* 
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V equazione Mzs:tjy er- peto anche V altra r^ =: j à» 
tui deriva, rapprefenu un fiftema di logaritmi» cno- 
niinatamente quello , in cui il logaritmo delia quanti- 
tà data e è V unità , giacché in qiiefto fuopofto fi è 
ditto il paiTa^io deli' equazipnc/ ^ = j aìr altra^ 
x=zly. 

XL La qnantità e , dì cui. il loparitmo è T uni- 
tà , dicefi ba(e del fiftema ; e Te folle una linea , di- 
rebbefi anche bafe della logaritmica, a cui compete 
r equazione xz=:lyy ò vogdam dire della logaritmi- 
ca i in cui prefa per protonumero 1' unità , cioè. 1^^ 
linea , che fi riguarda come roifura dell' altre linee. Lo 
ftefla unirà rieice logaritmo della linea e* E ficcome 
r equazione xz=Lly deriva dall' altra t"" z=iy , cosà 
fi vede che anche queft' altra vniebbe a fervir d' c- 
qttaaionc alia detta logarìtmica « 

XII. Ciacche abbiam detoo fruì. )cfae i variifi* 
ftemi di logaritmi fi diitinguono nra di loro per . k fot- 
ta n-» 
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tangente , cerchiamo ora quale fia la foftangente .d\ 
<jucUo , che ha per bafc e . Intendaci dunque efpfeSk 
per € la fottang ente cercata , e (la P equazione ^"^^ry, 
da cui abbiara veduto che i efprìmendo e Ta bafe /fi 
paffa all' aitra xz=zly . In qucfta fi difFcrenzii da una 

parte e dalP altra > e fi a vrà #/ x = f-JL ( Gap. VI. n. 

y 

17. ) giacché per a s* intende efpreflTa la fottangente» 

Snppong&fi J = - 5 € fi avrà dy=: » ■ > onde 

a — % {a — ^y- 

fatta la foftituzione nelP equazione j^ x =—-:!, tifili» 

y 

tera dxzn ■ ■=: . Si butti m lene 

la frazione con il metodo del capo 4. h i. ; e a- 



-P, /. ^ t?- Ì29 ^ %^Ì'Z» ^ Zfi iti \ 

vxamrfxzit 2{ rfx*H — --— H H -—ec. ) , 

e integrando a termine per terrbine - 

/ jfi z^ z^ \ ^ , 
X =: z ( * H 4 H — — . ce. V 4- C , dove C 

rapprefenta la collante aggiunta nel!' integrazione . Si 
reftitaifca ora io luogo di z il fuo valore ^^' ■ ■ ^ ) e 

farà xr^i^/'r^^-IW — r^^=^y + — (^^-^ 

H — f ^i^ ) ec. j-t-C. Per determinare la coftan» 

te C j avvcrtafi che per T equazione t'^zrLj pofta j=:* 
dee eflere * = (? • Ora polla j = i , la lerie infinita ^ 
Sm. II, H per 



58 L I B K O I. 

per cui h efpreffo il valore di x , diventa zero , e ri» 
mane x=zC. Dunque C=:o. Dunque il valore com- 
pito di X è x=ia((tZl)^±/'Li:l\* 

'^f(^^/ + y(f^/«<^)- Maperlaftef- 
fa equazione c'z^yt pofta x = i , dee eflere j = e. 
Dunque fi avrà i = »« (( ir::2)-f.J.(ÌZ2y 



W--— • f ^ — ) H ( ^-7— ^ ec. ) , onde 



■ta>iMMn«a«. 



Ed ecco data la fottangentc a per ia bafe e median- 
te una ferie infinita , che qualunque fia e , è feinpre 
convergente . 

XIIL Viceverfa data la fottangente a fi può tro- 
var ia bafe e. Imperocché eCendo C^zziy^ e divenen- 
do j = i pofta X = , è chiaro che pofta x infinita- 
mente poco maggiore di zero, cioè z=//x, diverrà j 
Infinitamente poco maggiore dell* unità , cioè = i-f-i^j. 

Donde faràe^=f 4-i^, e quefta è T equazion^i> 
tra i differenziali dx^ dy^ che ha luogo nel fuppofto 
di xzro. Ma abbiam veduto nel numero precedente, 
che V equazione tra i diff-renziali d x y dy ^ che ht 

luogo fempre, è </x =--42 pofta a la fottangente , e 

quella equazione, fuppoiìa x=o, diventa Jx=zadyj 
poiché pofta x;;=o iappiaioo che diveataji = x.Dua- 

guc 
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dif- 
o 

dx ' 



que nel iuppoSo di x= o^ dee aver luogo tra i di 
ferenzìali dxf dy tanto t* equazione dx:=zady ^ 

fia 4j= — , quanto 1' equazione e*^=:i 4-j^j.Po- 

nendo pertanto in quefta feconda in vece di. dy il 
fuo valore cavato dalla prima, fi avrà P equazione 

c^^=: I + — ) nella quale dù< rapprefenta il differen- 
ziale dcWa X , quando la fluente h è zero . Si divida 
per quefto di/Ferenziaie Jx unsi x finita qualunque, 

onde rifiliti là quantità ~ , e s* alzi V una e V altra 
/ dx 

parte dcir equazione alla potedà — . Si avrà 

X dx 



dx^^ 
e"* = 1 H 5 cioè buttando in ferie la fecond 



parte r' = n- ^ [ — ^ -H 



rX 



'.a-ocT)* 



dx\ a J X 

X f X \ / X \ /dx\^ 

dH 



. (Ì;--)(f,- 0(T). 

k{Tx-'){ fx-'^ ){rx-^)C -7y ,, 

>ia eflendo x qazntìtk finita y e dx infinitefima g è 

ch'iato che -p- farà quantità infinita . e però trafcurwr- 

dx 

io i numeri i , z , 3 , 4 ec. , che da effa fono fottraC- 

Ha Ph 
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ti 5 rimarrà finalmente c*=H j 1- 



^ 2 4* 2.34* 

H- ec. , dove pofta x = i, rifulterà il va- 

2.3.4*/^ 

lor ricercato della bafe t efpreflb per la fottangentc 
a mediante una ferie infinita 5 cioè ^ =: i H h 



A 2it« 
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2. 3 ^«^ 2 . J . 4 ^'^ 

XIV. Ogni liftema dunque di logaritmi ha la fua 
bafe, e la fua fottangente , delle quali due quantità' 
una dipende dall' altra, onde per diftinguere un fifte- 
ma dall' altro bafta conofcer o la bafe, o la fottan* 
gente . I logaritmi prefi in quel fiftema , in cui la fot- 
tangente è r unità , fi chiamano ordinariamente loga- 
ritmi iperbolici • La bafe in quefto fiftema farà dunque 

II I I 

( n. 12. ) ez=:H-iH H \ \ 

2 2.^2.3.4 2. 3.4.5 

ce. , e fommando le prime undici frazioni della ferie, 

e — 2+ ^44058145 ^ ^ fetta la riduzione inde- 

4790 o 1000 
cimali f=2,'7i828i8 proflimamente . Nel fifte- 
ma volgare delle tavole la bafe è io, perchè, al nu- 
mero I o è alDgnato per logaritmo P unità , cioè 
i.ooooooo. Se dunque nel valore della fottan^en- 
te a trovato al n. 12. fi porrà In luogo della bafé ^ 

il IO, ondefia az=z — ^ 

.f^4.-9Ì^4._9L+_2LecA 
Vii 3.11? 5.11J 7.11^ ) 

fommando infieme molti termini della f(;ric, e ridu- 
cendo la fomma in decimali , fi avrà la fottangente a 

nel 
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nel fiftcma volgare dei logaritmi ' delle tavole 

XV. Data la fottangcnte del fiftema > fi poflbno 
trovate per approiTiinaziotìe-i logaritmi dei numeri 
mediante l'equazione cavata al n. 12 5. cioè 

-L ( 1 ? N ec A in cui a efprime k fottangente , 

y U numero 9 ed x ij fuo logaritmo. La lene h mol- 
to convergente , quando y fia un numero poco mag- 
2Ìore dell' unità. Si vogliano i ìogaritini iperbolici, 

DCl f ual cafo ùrà 4 =: .1 • Pongafi j = -i- j e farà 

2 

x=: 2 ( — H — ? — I — ! — \ — IL. ec. A > e fomman- 

\5 3-5^ 5-5^ 7.5^ / 
do fei frazioni , e riduceado la loro fomma a decima- 
li fi arri x , cioè / -i- = o . 4.0 5 4 <5 J i . Pongafi ora 

*=-l., e farà x=a/^i-H— 1-H tH ;ec.J, 

J 5 ' W 3-7^ 5-f 7-7' / 

cioè fommate fci frazioni , e ridotta la fomrsa a d.c^- 

cimali x=/^=o. 2875821. Ma /-L 4-/^1- =i 

} . i 3 

/22 ( n. 1. ■)> cioè =/2. Danque /2 =0.(5931472, 

o 
donde fi cava fubito 2/2) cioè ( n. 4, ) / 2* ^ o vogliam 
dire / 4 = 1 . 38^2944 , e 3/2 j cio> / 2», o fia / 8 :=: 

2. 0794415. Inoltre ( n. 7. ) /-i— l-/A=:/X.=='9 

* * ^ -U» 
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-— /8, e peto 1 9 — ^8=0. 1 177830; cioè I9—Ì 
2 . o7p44i<5 =0. 117783© , onde lgz=z, 1972246: 

Quindi -L/p, cioè (n.4.) lp^ = lyg=zlz = t . 

op8di23; <londé fi deduce anche /3H-/2,cioèM 
r-,?*. 79' 7595* Ed ecco trovati già i logaritmi iper- 
bolici di tutti i numeri minori del io all' eccezione 

^ 5 > e 7.. Pf r avere quello di j pongafi j = -L , e 

4 



avraffi x=:i(-L+-L_H — L+J-^ecA , cioè 

* 9 3-9* 5-9* 7'9' / 
lommate al folito 6 frazioni e ridotta la fomma in., 

decimali x, o iìa lJ-=zo. 223x4^5. Ma/X = l < 

4 4 

— '4' Dunqoe /j — /4 = o. 2231435 , onde foftitui- 
to il logaritmo già trovato di 4, fi avrà / 5=; 1, 
^4379 • Quindi farà /j +72 =/ 10 = 2.3025851 . 
Per ottenere il logaritmo di. 7 fi potrebbe porre 

3/=-^, e ufare del metodo folito , e fi troverebbe 

/— = 0.1541505, onde /7=o. 154150(5+ /<5=i. 

9459101 • Tutti quefti logaritai hanno la figura prima a 
deara maggiore o minore del giufto d' una minuzia, mi- 
nore però fem^e di i. ; e ciò perchè , oltreché itu 
vec^di fommare gì' infiniti termini della ferie 
\JH^/'t"Y\jHr7r/ *"^* "°° ^* "*. fomma che 

decimali fi trafcma fcmpre qualche cofa . Può dunque 

fuc- 
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Accedere ) che fommandQ, o fottraendo ) o moltipli- 
cando i logaritmi già trovati per avere i logaritmi dei 
prodotti y o dei quozienti ^ o delle poteftà dei nume* 
ti) quefti nuovi logaritmi vengano ad avere la primi 

figura a deftra lontana dal gi^ufto di più di -,-^. Per e- 

2 

vitare guefto inconveniente fi potrebbero trovare i Ioga* 
firmi eipreffi per due fieure decimali di più di quel che fi 
vuo<e , a cagiotv d^ efempio per nove > fé fi vogliono 
cfpreffi per fette ^ indi tagliar fuori le prime due figu- 
re a deftra , crefcendo d' una unità la prima figura del 
numero ^ che rimane » quando le due figure tagliate 
formano un numero maggiore di 50 • , 

XVI. Trovati i logaritmi dei numeri in un fifte- 
ma fi poffono fubito avere i logaritmi dei medefimi 
numeri in qualfivoglia altro fiftema . Imperocché fé fo- 
no note le fottangenti dei due fiftemi , è chiaro per 
U n. 19. del Capo precedente 3 che facendo come la 
fottangente del fiftema , in cui fono noti i logaritmi, 
alla fottangente dell', altro fiftema , cosi il noto loga- 
ritmo di qualfivoglia numero al quarto , farà quello 
quarto proporzionale il logaritmo del medefimo nume- 
ro nel fiftema nuovo. Così eflendo o. goiojoo il lo- 
{^arirmo del numero 2 nel fiftema volgare delle tavo- 
e, ed effondo (na4.)o . 4J42945 la fottangente del 
fiftema , fé fi farà o . 4342945 : i : : o . 3010300 al quar- 
to , che farà 0.6951472 fi avrà in quefto quarto il 
logaritmo del medelimo numero 2 nel fiftema , che ha 
per fottangente V unità, cioè farà 0.5931472 il loga- 
ritmo iperbolico di 2 : e tale in fatti e ftato trovato 
al numero precedente . Viceverfa noti i logaritmi di 
un medefimo numero in due fiftemi diverfi ^ per uno 
de* quali fi ignori la fottangente > fi potrà femprc tro- 
va- 
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vare la fottaDgente ignota facendo come il logaritmi 
del numero nel fiftema) in cui è nota la fottangen* 
CO) al logaritmo del medefimo numero nell' altro fifte^ 
ma, cosi la fottangente nota al quarto proporzionale» 
In quefta maniera li poteva » trovato il logaritmo ~i- 
perbolico d* un numero qualunque, come 2, trovare 
la fottangente del fiftema volgare delle tavole , e fi 
farebbe così sfuggita la pena di fommar molti ternrf- 
ri del denominatore nel valore della fottangente à 
efpreflb per li bafe e trovato al n. 12. ->. 

XVIL Che fé fupporreraonote non già lefottan^ 
genti dei fiftemi 5 ma le bafi , per trovare mediante i 
logaritmi dei numeri in un fiftema i logaritmi dei me- 
deiimi numeri nell' altro , avvertafi j che fuppofta # 
la bafe df un fiftema , h la bafe dell' altro ^ farà [ n, 
IO ) nel prirfio fiftema e^'rrjy, nel fecondo i*=j , e 
però tf* = /?* , e prendendo i logaritmi da ambe le par- 
ti nel fiftema che ha e per bafe, x:=zz»lb ; dove et 
fendo X = / j nel medefimo fiftema, fi avrà/j i=:z»/^, 

cioè » = -i- : ma per 1* equazione ^* =: v abbiamo )&=/ f 
li? ^ ^ 

prefo nel fiftema che ha per bafe b : dunque prefo il 
logaritmo della bafe b nel fiftema , che ha per bafe e^ 
•e per elfo dividendo il logaritmo di qualfivoglia nu- 
mero y prefo nello fteflb fiftema , che ha per bafe e , 
fi ottiene il logaritmo del medefimo numerp y nel fi- 
ftema, che ha per bafe b. Qui pure fi vede come da* 
ti i logaritmi di un medefimo numero in due fiftemi di- 
verf] * e nota la bafe dell' uno , fi poifa trovar fubito 
la bafe dell' altro * 

XVIII. L' ufo dei logaritmi è neceiTariò alla fo* 
luzione di quei problemi, che portano? incognita ne- 
gli efponcnti. Diamone un efempio femplice« Debba- 

fì 
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S trovare' In (pianti anni un fondo » chre ogni anno ere- 
Ice della fua trentefima parte > diverrà decuplo di quel 
che ora fia • Poniamo > che il fondo fìa ora a : fra un' 

anno farà divenuto a^ — -9 cioè^ — : fra due anni 

30 30» 30* 30» 

anni fatàl^.+it . . cio4 ^SjJ+''> = 

j o* g o* 3 o^ 

? ^ , ìt : e Hosì facilmente fi vede che fra quattro an* 
303 . 

ni farà i — << < e seneralmente fra anni x (irà ^ — «. 
3 o4 30' 

Se dunque x iarà il numero d' anni cercato , dovrà 

dfere 2JL « = I o 4 , cì<?c f — ^ = io j e prendendo 

jo* \3°>' 

da \ina patte e dall' altra i logaricitii nel medenmo 
Mcaz , qualunque ^U Gz , purcfaè il ^rotonumero (ia 

V unità, x/L£=/io, o fia x(/3 1— /3o) = /io, 

onde X = ■ . Prefi i logaritmi dal iiftema^ 

/ji — /30 

volgare delle tavole , s' avrà / 1 o = i . ooooooo, 

Iii. = i. 4913617 , / 30 3: 1.4771212 » e quindi 

^_ 1. ooooooo ^looooooo ^^\,, ^, ^_,,„; ^^ 

0.0142405 i4M^5 
mefi 2 ) giorni 20 proffimamente • 

. XIX. Ma veniamo alla maniera di differenziare, 
e di integrare le quantitJi , quando contengono log?' > 
ritmf, o efponenziali . Già al n. 17. del capo prece- 

T9m. IL I dea- 



^ L I B R O L 

^'^'f^ I- L^'^i^^^ '/^« generalmente 'il' differen. 
z.*le di /f-, dove fr è un. fu;,zione quatanque 3^ 

una , p più variabili , è 111 , fuppofta a h fottangen- 

te del (ìftcma ,• e che vicevcrfa 1' integrale di ^^T' 

è / r prefo nel fiftema , che ita per fottangente a . 

SttangeàrS'i!" '"'^'°' ^""^^^'"^ Appofremo U 

XX. Se il logaritmo da differenziare fofle eleva- 
te» ad una poteflà qualunque data m , cioè fafle (m", 
tenendo la regola generale del n. 3.' Gap. 3, fi '^avr^b- 

be m (/ ^r-i Ij: Infatti pollò / r=;. , farà ÌI!:=zdz, 

r// 9a= •'"'• ??«''-C/n" = «^-V*,cbèfat. 
ce le foftituzioni del valore iti a e di //z,, Liiyy» 

XXI. Sia ora da differenziare //*•, cioè il logaritmo 
del logaritmo di x. Pongafi lx=y, onde ifl — a 

e llx = lj, e però differenziando d .llx=Ìl^cìoh 
foftituito.il valore- di rfj ^ e di j , rf; / /x —J—l . 

i^ii^ doveffi differenziare ///x-, cioè il logarit- 
mo delle quantità differenziata or ora; facendo que- 
fta quantità , cioè //x-j=z>, onde fia ///xrz/zT, e 



quìtói diltlx—il 

». 



fa 
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fa moRrato __ = y, , o,^j C„^ ,, fojj^ jìo„ì j^, 

valore ài dz, e dì z, drk d.lllx- —Jf—. 

Osi profegueodo avanti con Io fteflb merodo , fi" tro- 
«^^1 ^.^^^.«encralmeme rf. /-^ , dove « denota il nu- 
mero delle volte , che s' intende ripetuto il fegno lo- 
jgaritmico / , farà == «__ ^x 

*P A^r::- • ^"^^* P"ncipii , e con le altre, rceo- 
J^ IrLiri-'^'/''^"''"" P^^'^ differenziazione cTel. 
iyS^'i^^P''^'^?.?^ ""*.<> PJù variabili, non ùrà 
*Frf l*" 1 ''°^Y^ ^^ differenziale di qualfiviglia quan- 
t ovar/nTiJ* iogartmi Sia a cagion d'efempioda 
trovare il differenziale dall'arco di circolo, che ha per 

raggio /r, eTper tangente ^prefi i logaritmi nella loga- 
ritmica, che ha per fottangcnte b . Supporto — =» , farà 

llx 

(tis.Cap.VI.) il ricercato differenziale -fili.. Ora 

a a-^Zf Zf 




^>cdxllx^tli^ 
Dunque rf a =—-__ ^^ 

Ztdxlx.llx — b*xdi 

lx{llx)» — ' ^ P^^^ ^ diffcrenziklci 
che fi cerca s= 2a*x^x/x. U x— aH* xdx 



aa 



4.V I Z 
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XXIILPcr integrare le quantità, quando invoWona 
logaritmi > avvercafi priaùeramente , che fé farà pro« 

dx 

polla U formola V — , dove F iia una. funzione di /x. 
fatta la (bftit azione l x:=zm^ onde (ia — •=zduy fi 

X 

convertirà U formola in queft* altra Vduy dovecfleiK 
da l^una funzione di ii>(i potrà integrare con le re-^ 
gole ordinarie dei calcola integrale» 

XX lY. Che fé la formola propofta farà rfP/r, 
dove ^ F (la il differenziale d' una funzione qualun» 
que P di x ^ ed V pure fia un' altra funzione di x , fic^ 

P dV 

come il differenziale di PllTk dPl V+ — — ^ co^ 
s) integrando fi avrà PIV—S dT Ifr^sL^y on- 

de l^ intcgr;ilc cercato C^ikSdPt VrzV trS LiK , 

dove effendo Ped K funzioni di x fi otterrà la parte 

T dV 
S ' con le regole ordinarie del calcolo integrale» 

XXV. Sia ora da integrare dF(lxy^ dove dP 
è il differenziale d* una funzione P qualfivoglFa di x. 
Anche qui integrando, per parti fi avrà &rfP(/x)"=: 

P( / X )• ^S iLilLLl^^ perciocché il diffcren- 



zia» 
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aule di P(/x)% e dT(lxy^'^^^!'^^'^^'''\o^ 

P d X 

ta effondo P una fuoziane di x^ . ■ ■ m Cuk ima ouan* 

txtà y di CUI per le regole ordinarie del calcolo inte- 
grale fi potrà ottenere in qualche maniera 1' integra- 
le 5 che rapporremQ= Q^ onde fia '=^dQ^ S^7 

rà dunque S dF{txy — T {l x^-^S itiQ(liey-^i 
dove la feconda parte è una forinola dellaìfefla na- 
tura che la propoftà .. Con Io fieflb metodo adunque 

S -^ — i — i— ,e quindi SdPit x)" =P(/ *)" 



do circa h quantità ^^ il 4iicprfa fatto éirc^ la::^ 



Pifx 0/x^ 

y e ponendè ^5:^: — =:rfKj avraffi 5/FC'^)"^ 



X. 



S ■■ " — j dove appanice fa- 



cilmentc 1^ ordine della, iieiie ; la quale (empre {\ tron- 
cherà 9. quando fia n Dum^ro^ intiero» pofitivo. . 

XXVL Se la quantità da integrare foilc ^"^ ^ \ 

cfprimendo H una funzione di x ^ fuppongafi; la for«> 

ma» 
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mola propofta cflTere Mx. , . . Poiché l' integra- 



le di 



d X 



— I 



— rr^ è ( H. ao. ) / ■ ; . i„ ^ , fi avrà ìnr 
tegra^do al lolito per parti S ^—= — ^^r^— + 

S — -— J . dove è* fuppofto Nrfx=:^(Af x*). 

Ora la parte Tommatoria è una forinola della natura 
ftefla della propofta ,' onde trattandola al medefimo mo- 

do fi avrà S ^^^ . ^ -N^ . 

^ («_i;(»_r)(/x/-' ^"PP^'*" P ^ X = '^ (N>f ). Per- 
ciò r integrale ricercato prenderà quefta forma 

— Mx Nx. 

(«— 0('^T^ (»—«')'(»— 2 )</x)"-*^ 

* („-.i;(«^:,;(/^^.>i; ' ^°ve trattando la fomiiia. 

toria femore con Io.fleflb metodo fi troverà I' ordi- 
ne della "ferie; che nafce.jjtr 1' efpreffiòne dell' inte* 
graie cercato , e apparirà , che eTendo » numero in- 
tiero pofitivo , fi dovrà -finalmcatc giungere al termme 

graziòne d,cl quale dipenderà per confeguenza J' inte- 
grazicnc dèlia forftiolà pròpollài ; 

. ' . • ♦ • • 

XXVII. 






^ *. ^ 
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XXVII. Se la forinola farà dì qucfta natura 

1— per le cofc dette al m 

ai. ognun vede, che T integrale è /"x. ' 

XXVIII. Veniamo alle quantità efponenziali ; del- 
le quali Ja differenziazione- è fempre facile j- facendo 
con una foftituzione palfaggio da effe a quantità lo- 
garitmiche . Gli efémpi porran la cofa In chiaro . Sia 
n* da differenziare . Pongafi a^ :nu. Sarà - la'' =:lu ^ 
ed xla-mlu^ e differenziando- , fuppofta feiapre pe« 
maggiore fpedirezza la fottangente della logaritmica 

d u \ ' 
2=1, dxla^z — , cioè udxlayO fia a"" d x l az:zd u^ 

u 

che è il differenziai cercato j giacché la quantità prò- 
pofta da differenziare fu fuppofta =«, di cui b dui\ 
differenziale. Sia z^^^da differenziar^,* Fktta 2if=:«, 
fi avrà / Zi-* =: / « , ó fia x7 j& =: / « 5 e differenziando 

1 f X d% du d u t t X j f . 

dxlxf^ z=z^ — = — pj onde 4«:=* «•?^*25'+. 

Zi U Zi^ 

x^^-^ydz^^y che è il diffcrep?iafe cercato* /^ y 

• ' ' • i • ' j . J '- ' ' ' 

Slmilmente fé fi dovrà differenziare z^ y pofta^ 

quefta quantità =xiy, farà 1%^ =iluy cioè x^l^^=:^luy 
e àiffeienziahdo / % . rf . ó^ -f- Ve -^ — = — . •. 

Ma per V efcmpio preccderte d . x^'z:^ x^ dy i x 
-hjx dx^ dunque x^dj l x lz»^y x dxlz>^ 

•" • • • •¥ 

• * ■ . %/ • 



J — =r i — , e finalmente dnzp.T,^ x^dy / x» / » 4- 
ai 

XXIX. Quanto all' integrazione delle formolc , 
in cui entrano efponenziali , fì potrà efla tentare col 
foftituire iti luogo dell' efponenztale una variabile pro^ 
ourando di convertir cosi la formoia in un' altra^chq 
(ìa libera dagli efponenziali . Sia da integrare a'^dx. 
Pongafi a^:zzu; prefi i logaritmi farà xiaz=zLay e 

differenziando dx lazzi — , onde dxz=z > e quin- 

d U Si 

di a^ dx =: -p-zOra integrando i avrà Sa^d x rr 7— . , 

la ^ /il 

e reftit«èndo il valore àìu^Sa'^dx^zz, — • 

la 

XXX. Eflcndo e il numero y il cui logaritmo. i% 

}>erbolico è =1 i , e P una funzione di x , T intera- 
e di €^[dF^Pdx] fi troverà effcre r'P. Intatti 
e^[dT+Pdx]z=ze^dF^c^ lUx. Suppongali <?^ =25. 
Sarà x/e=:/2> j cioè xin/zi > e diiferenziando 

dxz=i — ^ . Fatte le foftituzioni ,. la formola propofta 

diventa % i P-+- Pdz, y il cui integrale è 36 P . Onde 
reftitucndo il valor di * farà Sc^(dP^Pdx) = 
e^P. 

XXXI. Sia osa a^'ZdXf dove Z efprima ìina^ 

funzione di x« Suppongali àZ^x = P* Integrando 

per 
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per partì, fi avrà S a^Z d pc = P a'^-^taS aTdx. 
Nello fteflb modo fupponcndo S P dxz:z Q^^ farà 
Sa"" Pdx:=Qji''--iaSa'' QJx.c pCTÒ Sa^^Zdx^ 
Va^'^la.Qj'' ^iUySa^'Qdx. Di nuovo fup- 
ponendo S Qdxz=z R ^ indi S Rax^rzT^ e cosi di ma- 
no in mano , e tenendo lo fteifo ordine ^ (i troverà 
SM^'Zdx^zPaf^la. Qji''-^(lMyRa'' >^(U)^ 
Ta'^.....±iiaySTd''dx^ dove r è Tempre unnu- 
snero intiero 5 ed T una funzione di ^ , e potrà 
S T a"" ilx in 4^ualcbe eafo eifer integrabile , o alme^ 
no cosi femplice 5 che per tal modo la integrazione 
della formola propofta Sa^'Z dx fi pofla dire ridotta 
a dipendere dall' integrazione d' una formola fempli* 

Ma potrà talora portare anche maggior femplìci* 
tà P integrazione trattata in queft' altro modo , cioè 

prendali V integrale di A'^dx ^ che (n. 29) è — , e 

riguardifi come una parte dell' integrale della formo- 
la mo^o^z a' Z dx. Integrando per parti in qucfto 

fuppofto, fi avrà StL''Zdx — t^^ JL Sa^'Vdx^ 

fuppofta dZzzzVdx. La parte fommatoria , eflendo 
della ftefla forma) che la quantità propofta^ fi tratti allo 

lleffb modo, e avraffi Sa''Fdx=tS-l^SA''Gdx^ 

la la 



fijppofta iF=Grfx. Per lo che farà V intesale cer- 

/ar* Z 4* F i ^ 

caro =— . ^ (•_ — Sa^'Gdx.Orz profe- 

la (Jay {lay ^ 

^ucndo avanti con lo fteflb metodo fi giungerà ad u- 
na /bmmatoria fempliciffima , e così P integrale cer-» 

Tgm. IL K ca- 
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cato farà condotto a dipendere dall^ integrazione la 
più femplice che fia poffibile. Ha di comodo quefto 
fecondo metodo , che in eflb le funzioni F, G ce. fi 
determinano fenzà bifogno d* integrazione . 

XXXII. Riufcirà non rade volte comoda V inte- 
grazione per ferie, buttando cioè in ferie le quan- 
tità efponenziali. A queft* effetto fuppongafi «*=^-f- 
B z ^C z^ ^ D z^ -+- E z,"^ ec. Siccome pofta zz=zo 
diventa a* = i , così è chiaro che farà Azzzi , Ciò 
premeffo fi prendano i logaritmi di qua e di là , e fa- 
rà zla—l( I H- JB 2& -h C i6*^D»i-f-£ 2,4 ec), on- 
de differenziando avremo 

Bdz^iCzd zH-^ Dz^d 2^4-4 Ez^dz te. 

a z L ^ziz ^ 

I -+- £ z. H-. C z* + i; z;* 4- 4j; z,4 ce. 

Dividendo per dzy e riducendo T eguaglianza a zero^ 
farà B -j-zCz-^^Dz^ + ^^Ez^ ec._ 

— la — Bzla — Cz^la~DzUacc.~^' 
Facendo ciafcun termine = o , caveremo Bzn l a y 

i — ^ , e così via difcorrendo . Dunque 
2.3.4 ^ 

2 2 . a 2.^.4 

2.3.4.5 

XXXIII. Se la quantità propofla fofle x^, eflen- 
do fj'.ipre lecito fupporre x'^zrza^y fi avrebbe xlx 
z=:z,l a . Dunque pofta nella ferie ritrovata x / x in 

vece di z[a% fi troverebbe x^ = i4-x/x-4 ^ — ^ 

2 

4- 



a* 
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2.3 2.3.4. 2.3.4.5 

XXXIV. Sia ora da integrare la formola ^""dx. 
Softituendo alla quantità x"" la ferie a lei eguale > fi 

avrà X* dxz=, d x-^xd xlx^ ^ X- •4-, 

2 

xUx(lxy , x4^y(/x)4 ^ yT^x(/y)^ 

2.3 2.3.4 2.3.4.5 

fetvi) che per il n. 25., facendo ivi d F z=ì x"* d x ^ 

onde Tznz , e quindi z=idQz=i , 

«+i X ^ «4-1 

onde Qj==^ ^" ? e così via. difcorrendo , fi trova 

Sx"dx(lxy:=z ^ ii .^ <. H 

^. «-t-i — ^ » 



i: — 1 — ec. Per la qual cofa polla «=zi, 

» +1 

farà Sx rfx/x= — L-fli — fL , e pofta «=r25 farà 

2 4 

o ,j •! N-. X^flxY 2x3(/x) , 2X5 

3 9 ^7 ' • 

fta »=3,farà Sx^dxC 1x^=1 — ^ ^ 2 i: — ^ 

4 Id 

-+- — ^ ■ ^ r-2 , e così di feguito. Perciò 

« * 

integrando a termine per termine 1' equazione x*<<x 

K 2 • = ^ 
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z=J x-hx d X l X ~i 1 — L^ZJlZltzL'^ 




. i — i. ce. Si avri il ricercato integrale Sx*i/x 

: . y*(ly) **.xJ(/x)* x?c/x) . X» ^ 

z 4 2.3 9 27 

— ^ — ^ ^—^-^ ^ — ^ — - ce- dove none 

2.3.4 2.10 64 256 

difficile veder L* ordine y e accorgerfi a cagion d' c- 
fetnpio, che i termini feguenti,. che fono T integrale 
del quinta termine della ferie equivalente allaformo- 

la data, faranno ±(1^ ^ ^ILi^ ^ ^IL^ 

2.3.4.J 2. 3. 2$ 2. I2Ì 

x^(lx) X^ 
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XXXV. Chiuderemo quello capo coir indicare l^ 
ufo chje poflbno. avere i logaritmi per dimoftrar corno» 
damente alcuni dei principali teoremi dell* Analìfij il 
qual ufo potrà anche cftenderfi a. fcoprirne dei nuovi, 

ir 

Sia la poteftà indefinita a+x del binomio ii+x . 

n 

Suppongali eflTa eguale ad una ferie, così a-^x =: 
A -t-R X4-C x*H- D..XÌ H-.E x4 ec- Pofta x = , retta 
4"=:^, Dunque poneado a^ in luogo. di A^ e pren- 
dendo i logaritmi da una parte e dall' altra , farà 
n / (il H-x ) = / ( ^"-f-B x4^C x^+Dx^^E x^ ce), 

e differenziando- — ^=z: 



J?^x + 2Cxi/x + ?Dx^rfx4-4Ex3//xcc ^..^^^ 
4" -hjb X -f C x^^Dx^^E x^ ce. " den- 
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dendo per ite ^ e riducendo 1* equazione al zero , farà 

__„<,»_ nBx-^ «Cx»^— «I>x>ec 
Fofti ì termini a un per una = o , fi avrà. B = « «•-», 

T.«'-»^ «—2. C 

' — 3« — 




2.X ' "" 4« 

^ — — ; e COSI via difcorrendo.. 
SoUituiti pertanto quefti. valori nella ferie fuppofta ^ fi 

avrà ^H-x =/i'^-f-«./«*-»x-lr h 






2.3 ^ • 3 • 4, 

ce. che è la nota (crie della poteftà. del binomio . 

XXXVl. Il Newton nella, fua Aritmetica univcr- 
ùle dice, che fé />, q^ ry x, tyu ec. faranno i coef- 
ficienti dei termini dell' equazione col fegno mutato, 
ed l fia là fòmma dei valori dell* incognita , b la fom- 
ma dei loro quadrati, e h, fomma dei cubi, d quel- 
la dcUe quarte poteftà , e quella delle quinte , / defe-- 
ìc fefte ec. , fari 



f=t 



7$ L I B R O h 

fC^qb^rl^j\s=Ld 
fd-^qc-^ rb -4- s l -^^ frze 
fc-^qd^rc + s b -^t l-\^6u=:f 

te. 

A dlmoflrar quello teorema , fupponiamo V equazione 
^v*" — p x*-» — q x**-* — r x'"-3 — s x*-4 — t x'""^ — u x*-^ 
ec zr rapprefcntata per Z , onde fia d Zznm x'^'^dx — 
(w — 1);> x*^-» // x-^ (w- — 2)5^ x""-J dx — (m — 3)r x'^'^dx 
' — (w — 4)j-x'""5rfx — (w — 5)^x'"-<5rfx — 
(in — 6) ux'^-^d X ce. I valori dell* incognita x 
neir equazione Z fieno ^ j /ui , X , x , f , w , >? ec. 

Sarà per la natura delle equazioni Z = x^II^, x — u. 

^■■^"•^'^^ ^■■■^■■^■ÌB *^^^i^MH^Ba* WaSi^^^l^^B^ ^MB^H^^M^Bia» 

X-7-X . X — Tr.x — f.x — o#.x — )^ ec. 5 e prendendo 
i logaritmi /Z = / (x — (})) + / ( x — /ul)4- /(x_X) 
H-/(x — 7r)+/( X— .g ) + / ( X — co ) 4- / (x— ^) ec, 

e differenziando ^^— ^^ ^/^ ^x 



-^ X — 9 X — i^ X — X 

li X ii?x , d X d X 

T^^ — :+ 'H ec , cioè foftituendo 



X — ^ X 5 X — w X — M 

in luogo di <i Z il fuo valore, e dividendo per -— , 

ni x""-' - («— i) /> x*-* — («t— 2) ^ x"'-3 — (« — 3) r x^-4 
— ( '«—4 ) ^ ^"""^ — ( «— S ) f *"•"* — <««— <5) « f "-^ ec 

z . z z z z z 

-\ rH H h \ 



*H— 



X — q) X — f* X — X X — TT X — € X — w 

_ ec. Ora dividendo 1* equazione rapprefentata da 
Zpcr X — (pj fi avrà -;2r~= pf""» + ( (|)— ;> ) x*-* 

4- 
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4.(^* — (pp — ^)>f*-3 4- ((j)3 — (p*p — 0pq — r)x'"-^ 

^.\^^ — ^^^ — *^^ — ^^^ — ^ ^ — ^}x"*-^ec. , dove 
facilmente apparifce V ordine della ferie • E^ chiaro 

Z . Z 

che — — farà data in ferie per^ u > come è da- 

X — [X X — Cp 

ta per Cp , il che s' eftenda all' altre formolette 

Z Z 

, ce. Dunque foftituendo in luogo di cia- 

X — ^X X — nz 

fcuna formoletta la ferie cquiralente y V equazione^ 

farà ( Tavola ) 

Eflenoo i binomii x— »i), x — fXy x — Xec.> e però 

z z z 

anche le frazioni — ^ • , ec. tante,quan- 

x—cp ' x~jut ' x^X ^ 

te le unità dell* efponente m , ancor ciafcun termine 

della feconda parte dell* equazione fs^rà una ferie di 

tanti termini, quante fono le unità del numero nt. 

Dunque V equazione fi potrà elpriiuer così 

m x'^'^ — (m — i)px'"'^—( «— 2) ^ x'"-^ 

^(^fn'-^^)r x'^^ — ( m — 4)/ x*"'? — ( ''' — 5) ^ ^""^ 

— (wf — 6)«x'^^ ec. = 

Pi x'"-^4- (l ^mpy x**-* 4- ( b-^tf-^mqy x*-3 

-f. rr — bp — tq — mr) x'^'^ 

^ìd^—cp — b q — Ir-^ms) x'^-t 

^(f — dp — eq — br — Is — wt)x'"-^ ec* 

Dove ttovandofi le ftefle poteftà delta x* dalP una e 

dall' altra parte , bifognerà , perchè fuilifta V eguagli* 

anza 9 che i coefficienti da una parte fieno eguali ai 

corrifpondenti coefficienti dall' altra • Dunque inftitu- 

cndo i paragoni fi avrà^ 



I 



8o l 1 B K O L 

fi ^zqzzib 
fb^ql^lT — C 

te. 

Che fono appunto le eguaglianze > che erano ftate prò* 
pofte da dimoftrare* 



CAPO Vili. 

Deir Integrazione delle Frazioni razionali. 

I. T)Er frazione razionale altro non intendiamo fc 
X non fé la differenza della variabile moltiplica- 
ta e divifa per una funzione razionale della ftelìa va- 
riabile; tale è la formula 



^4.^ ZJix^ — if*x*-+-2a^xH-ii^ 

me ciafcun vede 5 fi fcindono in più formole j in cui 
qualche potcftà della variabile moltiplicata pel diffe- 
renziale di lei viene divifa da una /unzione raziona- 
le ed intiera della fteffa variabile ; dunque fé fàpremp 
integrare quefte formole fapremo ancora integrare^ . 
^elie« 

II. Prima di paflare a difcorrere «dell' integrazio- 
ne delle formole qui fopra accennate non farà fuori 
di ptopofito richiamare alla memoria ciocché fi è det* 

to nel czvo6.yCìob che la formolait — r — fi integra 

xjza 

coir »>uto dei logaritmi , e che perciò fia S ± — :p- 



• * 



• ■ * "* 
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i- L x^i > r t la fottt)tangentc del fiftcmalo* 
e 

garitsQico . Dai logaritmi dipende ancora la ibrnma:^ 
della forinola , impctciocchè dÌTÌ4endo atttmN 

mente il numeratore x* pel denominatore x + a fino 
s tanto chi V efponente di x fia zero i avvera» 

=ix*-*ilx — a-«''*»^x4. flt^x^-Mx... . Hf 



oc^ àx 



— . — il fijgno + vale fé ir fia pari , il — fé ila diC^ 

pari,' ora tutte quefte formole fono aUebraicamente 
inteycabili^ (borchè T*- ultima , che dipende > come eia- 
icua .vede 5 dai logaritmi* Con un^metodo quali confi* 
mile air efpofto fi prova, che dipende dai logaritmi T 

integrazione della formola ■ ■ , imperciocché 

« • • x''. x+w 

// X 

difuofta la formola ntUa feguente maniera --~ -— ^ 

ed efegutta attualmente la divifione continua del nu- 
meratore pel denominatore y ordinando la divifion^^ 

, d X 

per a , la formola fi convertirà nelle feguenti _— 

dx" 

d X d X _, d X . d X ., - 

■ ■ ■ ■■ •-+• ^ !!■ , - • ♦ iT !■ ■ "T" Il . ' . ■ % 11 IC"* 




4" . x-f- a 

gno di fopra v^itf) quando ti fia difpari ^ I' inferiore 
quando fia pari. Qucfti termini fono tutti algcbraica- 
nente integrabili a riferva dei due ultimi ^ che dipcn- 

Tom. il L ^0- 
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X d X 



dono dai logaritmi. La f^mòk ancora -^ ^ -fiic- 

tcgra mediante i logaritmi; perchè pofta x^=,y^{zrk 

xdxzz: Ìl\ e foftituendo farà ^JLÌl.^:=z . /^^ 
2 xx±aa 2.y±aa 

formola logaritmica. 

HI. Similmente al^biamo veduto nel Capa & 

che la formpla differenzile ^ — ^ efprime V cle- 

X x-f-tf a 

mento deir arco circolare , che abbia per feno t^ft© 

ét^ e per tangente x, e che la formola — — — 

xx^aa 

cfprinie Io fteifo elemento a col iblo. divario, che le x 

fono prefe nella cotangente ; e perciò la fomiola-* 

_i^ x^ d X 

3Z--r--— j fé n fia pari dipenderà dalla quadratura^ 

del cerchio, perchè colla continua divifione fi giunge 
finalmente, dopo alquanti termini algebraicamcnt^^ 

integrabili /ad una frazione diquefta forma ^ ^^ , 

xx^a a 

?J^e fi integra mediante il circolo; fé poi n fia difpa* 
ri , r ultimo termine della divifione non integrabile • 

algcbr^icàmente farà flll^L'Lf , che fommafi coir a- 

|uto dei logaritmi, come fi è notato al numero prece- 
dente . 

IV, L* integrazione ancora della formola 
x"" d X 
7— \ o è algebraica >- o fi riduce alla qua- 

>* x-^lbx ^j g L 

dra« 



. dratura del ^circolo j e dcIP Iperbola ; imperciocché 
pofta x^bz:zz y feri x x^z b x-4-** = zz , dal 
che Ticavafi y x-4-2>.x-f-/^= z z — bb^fg. fu 
polla fg — b bz=:aaj cA efeguite le opportuite lofti- 
tuzioni 5 Ja formola -ptopofta fi riduce alla feguentò 

_ n 

•r— -J ) la quale ) come abbiamo detto nei pa- 

ragraft precedenti, n<Jn eccede la quadratura del cir- 
• colo ^ e dclV Ipexbola . 

V. Dair Integrazione delle fopraindicate formole 
dipende T integrazione di qualunque frazione raziona^* 
Je 5 purché il di lei denominatore fia una funzion^^ 
razionale rifolabile in fattori reali di primo , o di fe- 
condo grado; imperciocché farà fempue in. hoftra balìa 
fóndere la propofta frazione in altrettante frazioni 
quanti fonò i fattori del denominatore, ciafcuna delle 
quali abbia per denominatore foltanto uno dei fattori 
predetti ; fioche la propofta frazione razionale fi tro- 
verà uguale a frazioni , ,che avranao la forma deile--r 
frazioni dei paragrafi precedenti . Facciamo, in primo 
luogo federe quefta verifà , quando il divifore della., 
frazione è rifolubile in fattori reali di primo gradò ; 
a queft* oggetto diftinguo il cafo in cui i fattori reali 
di primo grado fono tutti difuguali, dal cafo in cui 
havti'dei fattori: ugtiali fra di foro. Sieno adunque^ 
in primo luogo difuguali tutti i fattori reali di primo 
grado del <tertaiftiftat©tc \ e fi debbano determinare 
tutte le frazioni corrifpondcnti a quefti denominatoli, 
le quali fommate infietne eguaglino la propofta>. La 

Mix 
frazione propofta fi. fc/iya cort r^^j M fia una^- 

funzione razionale ) e intiera della x ; N fia il p^o* 

L z dot- 
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dotto di tutti i fattori di primo grado dcì denomina* 
tore meno un fattore razionale x^a fdi cui fi cct-^ 
ca la frazione corrifpondente . Fingo la frazione 
. Mdx Aix Sd X ^ , 
—-== —rrz ^ >3— > ^ * "■* Qoftantc da de* 

terminarfi; S dee eflere una funzione intiera della x^i 
altrimenti ridotte le due ultime framioni alla ftefla de- 
nominazione,* fi avrebbe nel Arnominatore un altro 

divifore diverfo da N, e da ac-+-^ ; il che è contro V 
ipotefi. Riduciamo ora le frazioni alla ftefla denomi' 
nazione, le quali fommate> otterremo 

KA dx^ S .x^a.dx Md X 

■ ■ — = — ; c perciò AK^ 

x-i^a.^ x^a.H 



M — AK 



S.x^a—My ed S= , Dovendo eflere la 

x^a 

5 una funzione razionale» ed intiera, (ara M — AH 
divifibile per x + /jf; pofta pertanto xi=s — ^, farà 

M — ^^:=o, offia ^ = y^3 quando in M, ed H 

fi feriva — a invece della x . 

VI. Veniamo agli cfempi . Sia una frazione pura^ 

M X d X !.. ^ 

j e debbafi ritrovare la frazione fcm^ 

^—2 a . X x-^-u a 

plice conveniente al fattore x — 2 ir «Sia quefta 
Ad X 
'a -j y ^ quella che conviene al divifore xx—an 

P S d X n X d X 

"^ ■ : ■ ^ acciocché fia : ^ 

Adft 
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^ ^ ; farà Mzrzax^ H^ixx-^ai; 

X — za XX — aa 

onde p<^a la in rece di xlnM ed N faràM=:2if ìk ^ 
N =g tfij: e perciò ^ = — - = == — : dunque 

% il X 

la frazione ricercata farà — . ■■ . Con fimile^ 

3 x — za 

metodo fi ritrova la frazione che conviene al fattore 

Adx 
x+a; fia quella , V altra frazione da «gginn* 

X— f— a 

gedi acciocché fia eflTa eguale alla propofta farà 

SJx , -, 

-»9 dunque avremo Mzizaxy N = 



"^ p$.x — ^a x-^iaa 

XX — i a x^z aa y e foftituita — a per x, farà 

M= — a a ^ N = 6a<r; dunque -4 = — - = — -= — ^ 

N 6 a a 

=: — -^.e la frazione conveniente al fattore x^-.^ 
o 

^"^— — ===• P« determinare la frazione checan- 
viene al fattore x — a^ fi adoperi lo ftcflb m'erodo, 

Adx 
cio.è fi finga la propofta frazione eguale ad " 

Sax 
H" « ; dunque farà M=:4X)N=sx;tf 

XX — ax — zaa . :» . . 

— ax — zaa^t pofta x:=za ^ farà M=4f/i,N= — zaa 
dunqtie A =.— . — >, e perciò la frazione ricercati^ ft^. 
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rà — ^ ; ed ia fatti le tre frazioni cosi dettr* 

2 . X — a 
minate fé fi riducano alla ftefla denominazione ) te- 
ftitui£cono la frazion propofta. 

VII. La frazione ■ — , ferva pure di 

X — a . X X -^ a a 

A d X 
cfempio. Quefta fi finga eguale alle due H 

, farà M:=:a a y K:::: x x ^ aa, e pofta.» 



xx-i- a a 

X = il . farà N = z ^ /i , dunque -rf := — = — : 

dx 
dunque la frazione femplice farà ■ ; 



1. « .• • d X . X ^-^a 
V altra farà = 



•«— • 



2 . X x-f-a a 

V4II. Paffiamó al cafo, In cui i fattori femplici 
del divifore della frazione fieno eguali, e diamo prin- 
cipio dal (bpporre due fattori eguali foltanta. La fra- 
zione adunque che fi propone fia — — ^ , in cui 

N . x-t- a 
N non contenga x-\^a.Sl finga lia frazione corrifpon- 

ienie al fottore 1^ cflcre £lÌI±££if,cPal. 
tr* conifpondcntc ad N eflèrc ^^ ; dunque fari 



M 
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^1 



x+/r 

funzione intiera > neceflaria niente la quantità M — N 

. J^X'+'B farà due volte divifibilc per x + /r ^ e perciò 
pofto in efla —n in -vece della x^ diveirà effa.zero, 

c cosi verrà detcrminata la B, cioè farà ì1x=Bì 



la quantità M — K.Ax-^Sy quando (lavi foftituito 
il valore ritrovato di jB, fi divida attualmente per 
X ^a ; il quoziente ^ cbd^naf(;erà , pure farà . divifìbi*» 
le per x4-/i; pollavi pertanto x=: — a il quoziente 
diverrà zero; dunque nafcerà una nuova equazione^ 
per mezzo di cui , e dell* equazione fopra ritrovata 
& determinerà il valore della A^ e della B* 

IX» Si dichiari il metodo colli jefempi» Sia la^ 

I , H X — 2 X X , a X ir • •/* ' f 

trazione — ■ ^ ■ ■ — , cerco la frazione comlpon* 
x-^a .x* — laa 

dente al fattore x+^ • A prima occhiata fi vede e& 
fere Mzzzax — axx, N:=:xx — 2.4^. Pertanto la 

quantità M— N . A x-i-B , per mexio di cui fi devo* 
tio determinare ì valori ^ , e B , diverrà ti x — 2x x 

-4-2 4 n —X X. ^x+B; pongati in quefta quantità 

ltf = — 4, e diverrà efla — 2 4 4 +4 i? . B—Aa =: ; 
e perciò B = 3 ^- -rf 4 ; coJiochifi quefto valore di B 
nella quantità anzidetta , e farà eifa egua^ ad 

4 X — 2 XX-H244 — XX. ^xH-? -4-^4 5 la quaie*-^ 

dee 



/ 
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dee (imilmentc poterfi divìdere per ^ + ir; tfcguiu 
attualment e la divifionc farà il quoto 6 a — 5 x 

^zaa — PCX. i*,e pofta di bel nuovo x= — ^, fa- 
rà I t 4+aéMz:zp; e pcrcià 4=— — jeB=:— .«; 

dunque la frazione ricercata rara 

X, Sc'i fattori fcmplìcij ed eguali nella propofta 



.•^-a 



frazione foflero Uè , per efcmpio x+^ ; la frazio* 



ne corrifpondentc al fattore x4-# dee fingerli di quc- 



yf x^-1-iix-f.C. dx ^ ., 

fta forma ^ > ; e pofta il numera- 

X'4-4 

tore della frazione propofta egmile ad Mix» ed il 

3 

denominatore = N. X -+-/I ; fi proverà facilmente , che 



1» quantità M — N • -rf x»-f-. B x+C dee eflcre divifi- 

Il — ^ » 

bile per xHr^ > <^ioè dee efl[ere tre volte divi fibile per 
^4; il ; fi ponga dunque in cfla x = — 4, (• fi para- 
goni al zero ; V equazione , che nafcerà , ci darà il 
valore di C per A^ t B ; pongafi quefto valore nell^ 
anzidetta quantità^ e dividafi per x-h^^ kidi collochifi 
nel quoziente *---a in vece della X) e fi paragoni al zero; 

Suefta equazione ci darà il valore di B dato par A : 
valore di B cosi ritrovato fi iMtta nel quoziente 9 
che di nuovo fi divida per x^a^ e nel nuovo quo- > 
to pongafi fimilinente xn — a\ e fi paragoni effb a 
*xeìo ; qucfla equazione ci determinerà il valore di A 
per fole quantità determinate; detcrminato il valere 
jdi ^ fi Tiene a determinare il valore di JS > e eoa» 

que* 
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qucfti due fi determina il valore di C , e perciò fi 

determina ancora la frazione HZIT *"= — • 

X4.4. 
Se i fattori eguali da determinarti foflfcro quattro > cioè 

TcZfa^y la frazione da determinarfi avrebbe quella for. 



ma, ! -T — ■— - ^ ; e col metodo fopra 

x+a 
dpoflo fi proverebbe j che la quantità M — K,(A^^ 

^ B X* H- C X -f- D) farebbe diyifibile perx4-4 , onde 
feguendo le traccie del predetto metodo fi fiflerebbe- 
xo le indeterminate Ay By C, D. Il metodo è pa« 
tente ancorché i fattori eguali fieno cinque ) fei ec. 
indefinitamente « 

XI. Rimane ora da difcorrere dei fattori reali di 
fecondo grado , i quali non fieno divifibiii in fattori 
reali di primo grado, intorno ai quali il metodo più 
ipedito da tcnerfi fi è il feguente . Si rifolvano i fat- 
tori reali di fecondo grado in due fattori femplici di 
primo grado , benché fieno iramaginarii ; indi coi me- 
todi fopra efpofti fi ritrovino le frazioni convenienti a 
quefti «ttori femplici 5 le frazioni così determinate fi 
riducano alla fletta denominazione, e fi fomfnino;na- 
fcerji una frazione fempre reale , che farà la ricerca*; 

ta • Sia per e&mpio la frazione — , e fi vo- 

X* . x*-t-^* 
glia la frazione conveniente al fattore di fecondo gra- 
do x*+4*j il quale non fi può xifolvere in fattori 
reali di primo grado . Si rifolva il predetto fattóre in 
(attori femplici immaginarli ; onde la frazione propo^ 

Tom. IL M ft* 



fta ùz ■■■ '■ ■ ■ ■ ■ : in4i col metodi 



ibpra efpofti fi determinino le frazioni i^onvenienti a 
q^uefti fattori. Cemplici y benctiè immaginarli , che fi. ri* 

troveranno le fcguenti ■ — ^ 

■ y le quali ridotte alla fteiHt 



denominazione danno la frazione (enza immaginarli 
■ conveniente al fattore di fecondo grado x^+^iS 

la quale poi congiunta coU' adtra frazione fif eg^a«^ 

X* 

glia la frazione propofta; ta prima di quefte due fra* 
zioni dipende dalia quadratura del circolo ^ la fecon* 
da è algebraicamente integrabile ; onde la propofta^ 
dipenderà dalla fola quadratura del ciccolo • 

XI F. Defidererà torfe alcuno fapere, come fi^ ri- 
fblvano in fattori rea4i di primo , e di fecondo grada 
le funzioni razionali , ed intiere d* una variabile . Ri- 
fpondo che tale rifoluzione fi tenta coi metodi dati 
de noi nel primo tomo per rifolvere V Equazioni ; 
imperocché- le fopradette funzioni fi- polfono fcnza 
contraddizione alcuna confiderare come tante equazio- 
ni ; e la ragione fi è che i fattori di una formola de- 
vono effece fempre V iftefli in qualunque fuppofizio- 
ne della variabile ; onde chi ritrova i fattori della^ 
fòrmola nella Tuppofizione della variabile eguale at 
zero ) gli avrà determinati ancora in qualunque^ 
fuppofizione della variabile^: così i fattori x — ay 
x-^a della equazione ;^— «/i^;=:o faranno fattori an^ 

co- 
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Cora della formola x* — a*z=:q. Qmùéi fcmpre che 
Toglianfi determinare i fattori d* una formala , fi dee 
avere ricorfo ai fopra indicati metodi. £ comecché 
ivi abbiamo notato, che non fempre fi ottengono tali 
drvifori, qaindi ne tampoco fi otterrà generalmente^ 
la rifoiuziotie deile funzioni razionali «fi una variabi- 
le in fattori reali di primo , e dì fecondo grado ; ^ 
perciò non fempre potremo attualmente integrare le 
forinole differenziali razionali . Per altro poteadofi per 
apptofiimazione ottenere ^salunque fattore di primo 
grado dì qualunque equazione ) ed in confeeuenza di 
qualunque funzione razionale di 4ina variabile , quin- 
di per approifimazione 9 facendo ufo di tali fattori > 
parremo ^iun^ere alP integrazione di qualunque for- 
mola razionale* 



CAPO IX. 



DcIP IntegTMzione ielle Tormole irrazionali. 

I« QCarfi fono i progrefli fatti dagli Analifti^ in ri- 
O guardo air integrazione delle formote irrazio- 
nali ; qnel che merita chefia da noi efpofto, fono quei 
pochi cafi ) in cui abbiamo regole ficure per trasfor- 
mare le formole differenziali irrazionali in altrettan* 



te formole razionali. Sia j=r y'/ix;tf-+-/?x-f-f , efia 
Z una funzione qualunque razionale dij ed x; fi do- 
manda la maniera di trasformare la formola Z d Xyìn 
una formola di/Terenziale razionale* Suppongati il tri- 
nomio a xx^b x^ e rifoluto nei fuoi fattori fem- 
plici^i quali fieno m-^-nx^p^qx-y le quantità ^h > »> 
fìf poflbno cflcrc pofitive , e negative ; indi fi raet* 

M 2 ta 



r 



pi t I B R O I, 




ta wh-;ì X . p -h ^x=iiH-« X . « avremo fublto x =: 

mz z, — p ^j^^^^j^ mq^é^np — ; 

' ■■ > ^ « ^ — 2i a « a& «L — ^ ed y=wi+« x . ic. 

^— Ha» 
Softttuifcanfi adeffa nella propofta formala Z d x ht 
luogo dij) X, e i^x i valori ricettivi tutti raziona- 
li dati per (6 )t ed otterremo uha formola differenzia^* 
le raz^tonale data per j& ^ la di cui integrazione dipe nu- 
derà dalle cofe dette nel CapitoU S» 

IL Se i fattori della quantità 4 x x + fr x ^c fof- 
fero immaginarii) converrebbe che aveflero necciTa- 

riamente la feguente forma p x — m -+.y^ — » , 

p X — PI — y^ — n j onde farebbe tfxx+èx-f-c =: 
ppxx — 2p OT.x-4-)» w-t-», e po(lo mm+rt=:qq 

farà mz=:^q q — « = ^ Conf. fx , chiamato [jl V arco il 
di cui feno fia al raggio , che pongo = i j come ftà ' 

^ n : q ; onde foftituito , in vece di m ^ ^ Conf. fX ùl-^ 
rà final mente ii xx-|-^xH-rz=:/>p XX — ^pqx ConC fx 
-i-qq . Pongafi ora ppxx -r-Zp q x Conf. fx^q qz=: 

px — £ ^ , farà — 2;? X Conlt jtx-f-^ = — ipzx -H 

qzz^ e perciò x = ^ ^ — ; adunque tanto 

2 /; . J6 — Conf.. [A 

la quantità y/ixx^bx-t-^r quanta x , e ^ x fono 
funzioni razionali di % ^ le quali foftituite nella oro- 
pofta formola differenziale Zdx^ otterremo una- lor- 
mola differenziale razionale data per &j la di cuiin-^ 
tegrazionc dipende dal Capitolo 8. 



III. Sì^ a -^b x'» zziuy a^ b xf* = J j 

a 4- ^ X = r ce. ) e fia 2 una funzione dì x , /r. y , tee, 

i] do- 
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fi domanda la maniera di trasformare in una formola 
razionale la formola Zdx. Pongafi tf-h*x=: »*"', 

arrcmo xzzf""^'' -> « P"ciò farà « = »*', 

j=«-^^=:»''",cix = !l^*-'''-'^*; foaituiti 

pertanto i valori razionali di x-, ix , a, j, f, ceda- 
ti per % nella formola Z <i x , farà ^uefta cangiata ra 
\iaa formola differenziale razionale . ^ 

IV. Sia Z una funzione razionare di * > w > j > « 



X » 









— ^lltLly ec. fi domanda di ttasfermare la 

formoli/ &ffS?nziale Z ^ x in una fwmola razionale 

a -4- b X 



data per una fola variabile . Pongafi •_—= »""' » 

^^""^-^ . 

onde fatta la foftjtazione al folito > otterremo 1' in- 
vi Sia Z una funzione » che co nten ga df>e radt- 

cali della fcguente forma \^'*-H''^. ' V/-*rf ^^ ' ^* 
domanda di trafmutare la formola differen ziale Z d k 

in una formola razionale . Si ponga it-\-h x=/+g x . » »> 

avremo x = t:dll , t pejciò farà v' « -i- *^ 

gtt—b 
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= 1^^, & •TP?? = i^^i ««.e per 

^gtt — b y/ gtt^b 

tanto le foftituzioni convenienti nella formola Zdx^ 
nafccrà una formola diiferenzia le data per t, la qua* 

le conterrà un folo radicale '^gtt — b; guefta nuova 
formola poi per le cofe dette nel num. i 5 e 2 j fi pò* 
tra trasformare In una formola differenziale razio- 
nale. 

VI. Se Z fia funzione di due quantità radicali 
della feguente forma ^ax x^c^^bx x^p ^ e pofto 



m numero difpari, pure farà fempre in noftra balia 
trasformare la formola differ enziale Z^dxm una 

formola razionale. Pongali ^ ax X'^c'=i% , farà \S 

0xx^c:=zzz^ ed Mxdxz=:zdz ^ e^^ bxx^p 



m^T 



y/bt,7» bc Z»a — e * 7,4% 

=^^ hfii ed x*i/x=— ^ 



il * 



Fatte pertanto le foftituzioni nella formola Zx'^Jx 
nafceià una formola differenziale data per j& > la qua« 

^Jb%% — b€ 

le non conterrà, che il radicale V ^ 1 ^9 

•nde per le cofe dette num. i e 2 • fi potrà effa tra£- 
fermare in una formola differenziale razionale . 
VII. Propongati la formola differenziale x*-'^x 



« a -^h x" da cangiaxii in uni formola razionale ; ^m 
fi fupponc che i numeri m^ ny r j / .fieno intieri , e 



che 



CAPO IX. gì, 

che — fia fratto, Pongafi 44-* ^'* = «<'» ^^^ • 



t 




-1 



d:t 



$ 



JL u^^iut^ ^ ^\ • . Aduoqae la propofta ùm^ 
mola divenà mediante la dovuta foftitiixioiie 

JL /*'-*rf« . (J!lzil)~ la quale fe^lia i 

tiumcro intiero poficivo > o negativo, farà razionale* 
Se in vece di porre 4 -f* & x** = «* ci foflima ferviti 

della foftituzione 4 -h * x*^ = x" «^ faremmo- operando 
cojne /òpra giunti ad una fòrmola data per «, la qua* 

le è razionale nella fuppofi^ione ^ cae fia - — l — --• 



numero intiero 



Vili. Se Z (ia una funzione di x 1 ed « = y^^-h^ ^ i 
ed n fia un qualunque numero intiero , o fratto > po- 
fiùva , o aegativo, fata in noftra balla caii?iare m fdr^ 
mola razionale la (èguente fòrmola di fferenzial e ; 
{ x+ i/^ + xx/'Z^x; fi ponga x + V^4-^xx=:ai 



Urà X =: ■> e dxz=z - ■ ? oc 



• *■• 



\ 
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tt =r ^a-\-.xxr=. ^^"^"^ j onde fatte le dovute fo- 

ftituzioni nella formola propofta per x , rifultcrà una 
forinola zsziooale- dati per- % . -, 



IX. La forinola ^'^ , .; • quando fia JL 

numero intiero, fi cangia in una formola razionale da- 



^mmmm^m^^X 



ta per x ponendo x'"-(-/i*'=2 i; ficcome fi can- 
gia in formola rarioaale data per % la formola 



^""JLpc • ' X* -+• il T" H). quando fià numero mtie* 

in 



To; e ciò fi ottiene col porre x'^^A^-znx». 

X. Nei due piccedenti numeri, quando ò detto, 
che le formole differenziali date per %» fono razionali, 
ò intefo ciò rifpettivamente alle quantità complelTe , 
il che è fuificiente pel cafo noftro ^ elTendo cofa faci* 
lifiima efpellere qualunque radicale incompleflb di 2& 
^alle formole predette , nella maniera che fiegue • Sia 

»;=»** , rz=L%^ ) J=»' ce, e fia Z una funzione^ 
qualunque di i/, r, jf ec. razionale relativamente ancora al* 
le quantità incompIefle;fi domanda di cangiare la formo* 
laZ^» in una formola d' una variabile , razionale reta* 
tivamente ancora alle quantità incomplelTe • Si faccia 



z=ry ' , farà rf*=/iyfj ' rfj;C*«=^ '' 



•*- 



I 

\ 
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* « = y % *' =J^^' , e perciò fatte le foftltu- 
ziem avremo una forinola difTcrcnziale data per ^(en* 
za t]uaiìtità radicali di qualunque genere • E' facile da 
ciò comprendere ancora come Tempre fi poifanó efpel- 
Icrc dalle formole i radicali incompleti, quantunque 
irl fieno i radicali eompleifij i quali per altro refte« 
xamio nella trasformata ^ 



CAPO X. 

DcIP Interruzione delle formole differenziali^ tbc eonfcn- 

gono Mrcbi circolari ^ e loro fem% 

!• /^Omecchè le formole differenziali $ che contengo* 
V^ no archi , é loro feni fono di grande ufo , fpe- 
cialmetite nei calcoli aftronòmicì ; quindi abbiamo fti- 
mato opportuno dire qualche cofa dell' integrazione 
delle medesime formole per quanto comporta la bre- 
vità che ci fiamo prefiffi • £ per entrare fubito in ma* 
teria, chiamato un arco i=:/ji> il feno tutto =:r io 
dico in primo luogo y che farà i? /m m 

CfjidSu — SfxdCuL t.virf'.^ i^^B 

^ ■ ^ ) imperciocché il lettore CAP 

r 
( Fi;. ZI ) è eguale al triangolo C DFy più al femifeg^ 

mento ADF^ ed in termini analitici farà — = 

Cu.SfX 

7 — ^ -H f'^SfidCfx; fi adopera il fegno — per* 

che al crefcere del fectore decrefce il toflcno , e per- 
ciò la di lui differenza è negativa j differenziando 

Tom. IL N adun- 
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aduaquc lari dix = - T . ■ corneo ai- 

ferito . Dico in fecondo luogo che dSfxziz ■/ . » 

d JJL.S JJL ^ 

e che d' C iju=: ; imperciocché il trian- 
golo Fef infinitefinro è fimile al' triangolo px) C ; 
dunque farà C f : C D : : f f : f e, cioè r:CfX::iifxz 
d SiJL'y ficcomc fari ancora ri S fx : idfji:dC ^j^^^^ pet 

ciò avremo rf S/x = — - — !- x- dCfizz^-J^ — !- . 

r r 

li. VogUafi ora integrare la formola fempHciffima 
Hii ; eflendo duL= l^Ut (.m i ) farà ÌII^ = ' 

r^dSfX r^dSfj, riSfi ^ r d S a . 



1 



integrando farà T— -^ = Lr ^ — !- prcfi i loca- 

ritmi nella logìftica della (bttangen te eguale ad r ; non 
clFendo poi cofa difficile ricavare dalla dottrina delle 

linee tri^ononietriche j chft fia r..K --- — --—-=: 

**" I r — ijpL 

3" — i~— ) intendendoli per ta il quadrante del circo- 
lo: dunque avremo / — — =: L T . "^^ ; nella ftef^ 

fi maniera fi prova che fia / — — = L TJ— . E* fa- 
die ancora vedere che fia /// jui C/utrrr S jt* , e 
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/dfiSix:=z-^rCn, ùccomc zncorz che Cu/ ÙLEJÌ 

CfA r 

III. Si voglia r iategtale della forinola i<|ui Sjl . 
Quefta forinola cosi jfi^^fcriva d fj. S fx .S^''\ ed inte- 
^'^^^J^PpoAo SfA "'coftaote, fitk / d fH S [i .'sji'''' 

=^> fJ fi S ft =z— s]j!'"Cfx, perchè dfxSfxz=i 
—a Cfi (^ -anm. i. 5 • differenziando adunque 

-—«•-1 •-! 

'^Sfi C/xfuppofti S|iA Yarìabìle , otterremo 
— [«—i^'sjl' xdSfxCfx-^T^'^dCiJLìe^t. 

-CIÒ /i//ii 5/t =:^/5fi dCfxdz^ Sjl' -Cfi 

■ »-» 

-+-« — i-/Sfx CjidSfA; ma dS(Az:zdixC fi 

(nuBi. I ) dunque /diiS]! =z^Sfx''Cfi + ir^ 
/ S fi, rffx e f* ; ma Cfx — I — S /x ; dunque 

j« — x|/S^ rf|X>« finalmente togliendo i termi- 

ni, che fi elidono, iàrà/'S/ix dfjL =!llZl /Su*"' ,^ „ 

« ~ f* 

"^V**^ C/*; wl che chiaramente fi vede che 
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f i>fA dfx dipende àz f Sfx rf*/x, e perciò npeteir- 
do la fopra indicata operazione^ quante volte fa bi- 

foglio ) arriveremo filialmente o alla {ormohfSfX i^> 
ù il numero n fìa pari, o alla formola /S/uc^f/mfe » 
fia difpari ; V integrale della prima è fx ^ della fecoa^ 

da è — Cfx. Collo ftcflb metodo fi può invcftigarc 

■ tt 

.r integrate delta fbrmola dfxCfx. 

IV. Dall' Integrazione delle fermole più fenili- 
ci volgiamoci atr integrazione di ijuelle^ che fono più 
complK:atey nelle quali a cagione di maggior femplici-* 
tà fi fuppone il raggio del circolo efpreuo per V uni- 
tà. Sia K una fortnola qualunque data, per SfXy e fi 
abbia da integrare la leguente formola difTerenziale 
fiK d Sfi^i fuppofta [X coftante farà / jUtK iS a = 
fx fKdS fx; e differenziando quefta ultima formola in 
{uppofizione di fx variabile tara D jix fK d SfjL=: 
dfx/KdSfx-i-ixKdSfx; da cui ne viene fxKdSfX 
— D fx/K dSjx —d IX fK dSix ^ ed iptegiand o kr 

xk ff^KdSfX ziz fxfKdSfx ^-^rd^jKdSfx; ap- 
poniamo ora che fi^a integrabile K//Sja, e fia T ìnte- 
g-rale M , avremo fix K d Sfxzzz fxM—fd[x.M'i, ma 

pel num. i. abbiamo i/^ = — Ji; dunque ffxKdSix 
^M^-^ f^^llllt'^ e per ciò V integrazione della 

^jX 

fbrmola fx Kd S fXy la quale conlicne la quantità tra* 
fcendente /ut, dipende dair integrazione di due formo- 

le algebraichc KdSixzndAf.cd HllH , Dilucidìa- 
8io> quella teoria con qualche eiem^pio • Supponga 



'^ 
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9 

K = S (UL ) diverrà nel cafo la prapofta foxmoU^ 

r r 

fxSfx dSa^ e comecché abbiamo / S fx dSfx^=: 
^ — = M^ quindi nafcerà //ut S^fd^fi — ^ '^ ^ 



r-f- I 
/^^^Ì5 xi^. Sia r=p , farà fadSiAz=:fASix 

^o 1 integrale in maniera che Aranifca V arco \l pò* 

^o Sfx=zo. Sia r=ri, farà ffnSfidSiA^zItl-L 

^j-SjxJ^^jx ^, ^^.j'^ ^^^^^^ ^^^^ diverrà 

2CJUI 

/ jji SfxdSfi nella fuppofizlone , che fia r eguale ail 
altri nuBieri ^ itei quali cu6 V integrazione della pre- 
detta formola dipenderà da^r integrazione della fox- 



.r-f-l 



mola /"— i- — X ^i e comecché abbiamo Cix^zz 

%/■ ^^^^ 

jK I — - & jx , quindi queft' ultima formola^ acciocché 

iia integrata) altia difficoltà non incontrerà , che queU 
la che incontrano le formoIe> che contengono la va- 
riabile a feconda poteftà fotto un vincola radicale di 
fecondo grada> delle quali abbiamo parlato nel Capo 
firecedente. 

V* Sia da integrarfi la formola pTKdSfi; fi fac- 
cia/*: d S fxrr: M , farà //ut" K d "i /xzzjm" M~r//ut'-' M ^ {Jt; 
dunque V integrazione della propoli i formola dipende 

dall' inte^rajùonc della formola fx'-*-W^^> e comec- 
ché 
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che abbiamo diJLz=:\ ^; dunque T integrazione dcl- 

la propoAa formola dipenderà dall' integrazione della 

M li ^ IL 

iformola /ix'-* ■ ' r' ; V integrale della [formola al- 

gebraìcailiff fia N , fata /^-^^iii^ = fx"* K 

^ I r — I i/ft^-* N i jix, ^dunque V integrale della for- 
mola n*'-* 5- dipende dall' integrale della formo- 

la /x' - * N /? jui ^ oflia dal? integrale tlella formosa 
u""*-^ -^; cfiTendo «?u=^.,— ?-; « fupponcndo l* 

integrale ideila formola ulgebràica — iÌ=:P fi pro- 

^erà come fopr^ , che V integrale della formola ira- 
fcendente /x"-* — ;— i- dipende dalP integrale della 

e f^ 

T d S fx 

formola' trafcendente iC'^ — — V e cosi di mano in 

Cfx 

mano operando fi gìungierà finalmente ad una formo* 
la differenziale; in cui V efponente della quantità tra- 
fcendente fi fia zero, la qual formola in confeguen- 
za farà algebraica; onde fé queft^ fi chiami V refte- 
ri provato 5 che V integrale della formola trafcenden- 
te fjL' K d S fjL dipende d^ir integrale de|Ie formole al* 
gebraicHc d M^ dk ^ d V..,.dy\ e perciò integrate 
quefic fi faprà integrare ancora quella. 

CA. 
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D4II4 Rctfijìcazihffc drìlt Curve y rfuo ufo in cùjlrutre 
le formule differenziali , ebe contengono 

un4 variabile ^ 

r. D Ittificare una Curvaaltrononè fc non feritro* 
IV vare una linea retta che le fia eguale Ecco il 
metocilci che fi dee feguire per fcioglierc untai problema» 
Le ^ B ftcno le afciffe della Curva D C , (^Fig.ii) e le 
B C fieno le ordinate normali ad AB; le afciffe fi 
chiamino^ fecondò il fblito x,, le ordinate j: condu- 
cafi inolUre lE parallela , ed infinitamente proffima a 
£Cy e dal punto C conducafi CF parallela ad AB^ 
ed iatendafl. fottefa la corda E Q farà cr=B/=:rfx, 
KB-csi^j^, e perchè 1* atigolo Fé retto fari la cor- 
da €E—^dx^^dy^; e comecché 1' arco CE c- 
Icmento della Curva D C non differifce dalla corda 
CE fé non fé per una quantità infinitefima, farà l'ar- 
co C E = ^ dx^ + dy^. Dwique chiamata D C= f^ 
fi avrà ds = ^7x^^^fJf^y ed integrando faràT ar- 
CD DC=r dato per l' afciffa x> ovvero per r or- 
dinata ir fecondo riufcirà più comodo . Convien ri- 
cord«fi d' aggiungere nelP integrazione la cotta n te > 
come 4ltre volte abbiamo avviiato^ 

li. Abfc^mo qui fopjcafuppofto , che le toordinàte 
della Curva, fiena ortogonali ^ ma fc il di loro ango- 
lo non foffe retto la. forcola della rettificazione fareb- 
be (aggetta ad una variazione non picciola; impercioc- 
ché ppfta AJ} = x^yBC—y non ad angolirctti , {Fig. 
Z2) conducafi lE parallela, e infinitamente prouima 
su i C, e C r parallela a B/ • Sarà E/ = C r=^^ 5 

yEz=Ld'i. Dal punto C fi tiri CE normale ad / E i 
^ e fi 
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e fi chiami V angolo coftantcO FFssjtx; (ara r:Cff* 

;:^r=ix:FF=— Jirfx. Ma abbiamo C£=s 

r 

CT*-+. 7^ ±2 JE r. VF; il fegno + à luogo fé 
r angolo C f^E fìa otrufo ; il fegno — fc fia acuto j 
per tanto farà C Ez=z éi f= 

y^J x^^dy^±z^dt. dxdj elemento della Cur« 

r 

va. 

III. Se le Curve non fi confideralfero alla cartefianai 
ma fì rìferiflTero al fuoco > ciò non oftante fi otterrebbe 
la medefìma formola di retificazione • Sia la Curva 
{Fig.i4)DCz cui fieno condottele ordinate ^ C) che 
partono dal punto A ; tirìfi A E ^ che faccia con A C 
un angolo infinitefimo ; indi centro A intervallo A C 
fi deferiva P arco minimo di cerchio Cf^: chiamata 
AC=y farà FE^dy^ e V archetto CKfi chiami 
dxy conducafi inoltre C F perpendicolare 2,àAE.^C- 

fendo C£* = cTf^+Tf*, ed E V=E F , e Parco C K 
=iCF farà per la geometria degli infinitcfimijfoftitucnd© 

(Tf ="crV"£^r cioè CF — /// — y^//x*-hi/y; 
P^r giungere alP integrazione cfonviene eipellere la i/xr 
dalla formola, e non già la //j^ perchè d^ non è 
differenziale di alcun integrale > eflendo un archetto 
defcritto col raggio variabile j come già abbiamo av* 
vifato nel Capo 5* 

IV, Paffiamo ora alP ufo delle rettificazioni in 
coftruire le formole differenziali, che. contengono una 
variabile, per lo che riccorriamo al feguente Teore- 
ma. Se pofta dxzizf dp fi deferiva la Curva colle 

coor- 



i" — 

coordinate / • i — pp^y f* f — f^— ^^farà V arca 

di quefta Curva che chiamo L=:ix.i — pp^^-'ff^^» 
Eccone la dimoftrazione • Si differenzino le coordina- 

te, onde fi ottengano 1 difFerenzlali d f. i — pp^ -^ 

If dx, I — p/ = I —Tt,dt. i —pp^^pdxy 

e ds. y — py — ipf dxzup.df.i — ?p — IP^ ^i 
fommati i quadrati di quefti elementi fi troverà 



d s » i—pp — ^P d X , la cui radice quadrata 

df. I — pp — j/^i^x" cfprimerà V elemento della^ 
Curva zizd L ; ali* efpreflìone di quello elemento (ì agw 

giungale fi tolga la quantità differenziale / D . i — pp 



farà d f . i — p p^ f^ D i — pf^^sf if — 3 fdx 
-=1 dL \ in vece d i z s j p fi feriva a rf x , farà 

d t . 1 — fp-^sD.i --^p p — pdx:=:dL; & inte- 



grando farà/. I — pp — fpdx-rzL^ tome fi dovei 
dimoftrare* Per tanto /j?i/x verrà efprefla mediante 
la rettificazione dell* arco L* Rifletter fi dee clfer co- 
fa indifferente prendere le coordinate pofitìve , o ne- 

fative; perchè ad ottenere /fi gli elementi dèUeco* 
ordinate fi devono alzare a quawato, e fammare;la 
qual fomma riefce la ftelTa In tutti e due i cafi ; fi* 
milmentc eftxaendo la radice della predetta fomma tì« 
fulta ±dLyy e perciò nei cafi particolari dalle con* 




quando fi fa T integrazione 
V. Apportiamo uà éiempto y che dilucidi quefts 

tm.IL O Tco- 



iq5 t. l B K: (^ 1, 



Teoria. Sìa U forinola logaritmica l£il da coRrurrit 

niediante la rettificazione^'dì h«Ì curva algebraica; 
fatto il confronto di quella formala con iTtórmola 

ftTx del Bum. precedente avremo {=.—, onde dp 

'«^ j. JX ATX . 




e perciò te coordinate delta Curva che cerchiamo fo- 

XX — a a^ — 2xx^aM ^ , xx — ^ ^» 
no ' 



(XX— a a" — zxx^aa ., 
ax ' -'-li ><^°* 



% X X — — il if' • 

^ danque cfaiamato P arco di qucfta Cur- 
va. = L fata in vigore àà Teorema fopra dimoftrato 
•~T" XX aaq^L=z S , Per detepininare ii 

^ X 

♦ fegno- da prcfigcrfi alT arca, fi trovino f quadrati de- 

gli erementi delle coordinate, e fi lbminina,.edcftrac- 

ta la radice della fomma otterremo HH ii^lltfL. dx 

nx 
z=:d^L; fi difFerenri ora* fa quantità, algcbraicx 

.^ X — a a. onde fi abbia — ^Ll — fL; queAai dif* 

a a 

fcrcnz» cc^ngiunta con ±: UlllìlfL dx dee cfl5xc e- 

.! a X . . 

giiafe alla formoli Joropofta ^^ ; ma cìòl fi verifica 

fedi»»- 



mdòperafido H fcgno -4- non già il — ; dunque in 
quefto cafo V arco L fi dee prendere pofitìvo. 

VL Ma quando folTc pf^iy allora T ordinata 

T. i — /^j^* farebbe imma^naria e T cfpofto metodo 
in tal cafo mancherebbe ; al quale incomodo ecco co* 
me poniamo riparo « In primo luogo diciamo che po- 
lla dxzzzfdp k & deferiva una Curva colle coor- 

l 

dìnate x. p p — i*=J^5 ^. — jp^ — f -f-x=« , farà 
S^/ du^ — dj^-zzs.ff — I +Sf rfx; quello teorema 
fi dimoftra nella ftefia maniera che il prec edente ; pre- 
me fiatale verità , pongafi dy-rzqdu , onde fia 

"^du^ — d^^ z=zduy/ 1 — qq^ la qual formola farà 
tempre reale quando fia ;?;r> i; imperciocché il dif- 
ferenziale della coordinata u data per/r, fi trova mag- 
giore del differenziale della coordinata j data fimu« 

mente per f\ la formola d u^ 1 — qq fi ceftruifca.^ 
mediante una curva algebraica come fi è infegnàto al 
sumero 4; avvertendo che la quantità che ivi fi chia* 
mò X qui fi chiama », ed il j^ farà in quello cafo 

y^i — qqy e cViamata % la quantità corri fponden te 
alla Sj farà in primo luogo duz=: ■ , le co- 

ordtn ^e del la curva da défcriverfi faranno % q^ j 
Zf qf*. ^\ — ^ q — u ; Finalmeate farà » q^-^LzzzS dupc 

^1— q* = S^ du^ —df' \ ma abbiamo S^du^^dy^ 

=:/.j>/r — i-^Sfdx; dunque zq^-^L^nr . f p—i 
^^pdx;c finalmente S^^x=a&g*—I — x, fp — ^ 
dunque la formola Spdx i ftata c^ftruica con unsi 
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curva algebraica le cai ordiaatc ^ eflendo ff> r^ it* 
tanna fempre reali • 

VIL Portiamo uà efempio « Si debba coftrttirc la 
Cbrmola — ^ ■ ; il metodo del numero 4^ riefce 

«utile % perchè pofta ;= ^ farebbe i — pj^ 

y^x — 4; 

=z JH— - quantità negativa quando fia x pofitiva e 

maggiore di a ; dunque in tal cafp bisogna ricorrere al 
metodo del numero precedente i farà per tanto pf — i 

M _ j, ad K . dx 

f 1 

i-J^ ^; dunque r-^p —ma ^x x — xa^ in* 

oltre le coordinate della Curva a y. y faranno y x f e 
a v^x? 1 et perciò in vigore del Teorema del nun^ra 

precedente avremo i^xx — xm^ S ^^ x^x ^^ 

^x — ét^ 

S ^d «* — ijf*^ Dal calcolo fi raccoglie ^ che a quc- 
fit radice fi dee preporre il fegno +; fi coftruifca o^ 

ra la (brmola ^ du^ — iy^ colla rettificazione d*n* 
uà Curva algebraica.. Eflendo « = x 1 tàyizzi^a xj, 

dSfiicazùndo fari ìhzshIkì e <<js=i- *1. : oa«^ 

de 
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de farà yfiu^^if^ =rfxj/i 



4 



' — - — ; dunque j=:issiCa t— f 9=:: >* 

perciò I?y/i~>g ^rr ■ % j6=: ■ - * 



; le coordinate della cunra faranno 



a 



x^tix — Ady ed X — i(t. Per tanto dcfcritta que** 
fia cìtxvZf e chiamata L il di lei arco prefo in ma* 
nicra. che crefca al crcfccre della x , e foftituiti i va* 

lori nclr .equaiione t,q*^—t,ff — i—-Lz=.Sfdx^ 
fi txoveià L = S ^ . ^ . Per determinare 1* eqoa» 

-aione della curva (T faccia T ordinata j/«x— «*=«, 
ed X — z «=>» > farà 4 ax.--j_aa = w* , ed x—a = 
n _f- /r , onde avremo 4/r.ii-4-<i=:»t»f equazione^ 



^ r = it > faranno le T E= » > e le ordinate £ Fz=:mi 
fi produca £ i4 in D talmente che ^ ADz=,€^ Ùf- 
fanno le D £ :=it-4-z^=:ix> e per tanto a quefta 

p f=yc coniiponderanho gli archi AF:=S — ^. ^ 

YIIL Ancor quando C tratta dì cpftruire le fòr^^ 

mole diiiercoziali còlia rettificazione di cur^e algc» 

brai- 
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braiche gli Anallfti fi fono ingegnati di adoperare ) per 
quanto na poflibile > le Curve più. femplici > come (l 
è notato discorrendo delle quadrature > e perciò fono 
cicorfi alla rettificazione delie fezioni coniche , e fpc- 
cialmente alla rètt^ificazidne dell' Elìlfe e dell' Iperbo- 
la , giacché la rettificazione del circolo e Io fteifo pro- 
blema 9 che la fua quadratura ; e la rettificazione dei* 
la parabola dipende dai logaritmi come vedremo nel 
Capitolo feguente. Col mezzo dèlia rettificazione deir 
ElilTe, e dell' Iperbola fi è coftruita la feguente for- 
mola , ed infinite altre , che a quefta fi riducono per 

via di rpftituzioni y cioè ^ yJ'^a ^ potendo ef- 
icxc le ft i$ p y q pofitive , ficcome ancora la formo-^ 



r 



la X* i X . /r H- r X* * fé fia f numero Intiero $ ed r 
oltre eifere intiero fia ancora difpari ; ed inoltre r e 
t fiano infieme o pofitivi> o negativi; lo fteifo dicali 

della ^^i-^^y^» 



quando per altro r, ed / fieno numeri difpari, e fia 
r-hx numero pofitivo ; niente fapendofi fin ora dì 
quella formola quando r+x fia zero ovvero negati- 
vo. Delle formole che fi coftruifcono pofta la rettifi- 
cazione dell' EliflTe, e dell' Iperbole knno trattato fpe« 
cialmente il Conte Fagnani , Mac-Laurino i Alembert, 
ed il Conte Vincenzo Riccati ; noi ci contentiamo di 
dare quefta notizia iftorica , perchè non potreffimo ef- 
porre ciocché riguarda la coftruzione delle predette 
tormole fenza oltrepafTare i limiti della brevità che ci 
fiamo propofti nel prefente Compendio • Se fi vuole ù^ 

veda 



\ 

\ 
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veda il Capitolo 12 e ij del Libro i. T. 2. delle 00» 
Are Iftituxioni Algebraicbe» 



CAPO XII. 

In cut JF ri/blvott» alcuni Froblemi fptttanti U quadrata 
ra^ e la rettificazione delle Curve ^ 

L^O^Roblema primo » SI voglia quadrare la Ciflbido 
X di Diocle A MK ( Fìg. 26 ) la cui equazione 

cyy=: , ed in cui è A B=ayAP=:XiPM=y ^ 

a — X 

La fòrraofa della quadratura delle Curve per le cofc 
dette nel Capitola 5. è Sydxy foftituendo adun- 
que in quefla forinola il valore di j > che nafce dall* 

X X* d X 

equazione della Ciflbide x aTrema fy dx=:j 

= f — ^ = ali- àrea ^PM più o meno una co- 

ftantedadeterminarfi . Per ritrovare la fommatoria pre- 
detta difpongafi il'fuo diflFercnziale nella feguente maniera 

— a. XX- X ^ txafcurata il — x> che a fuo 

a^ IL X — XX 
laog^ farà da noi coafideraco, aggiungo e fattraggo dal* 

^ . _ ^, dxJ ax— XX 

1» predetta formola la quantità — ,, òn- 



^ ^ ^ ^ dxJax — XX a-x-Z'XX'dx 

ic eCa Sx eguale -^ ■ ' -H =-=► 

' ^ a:. ^4X--XK 



ut' t IS R 6 h 



2 



— .__ :--> ; e perciò mtcgnnda fari 

2 y/ a X — XX 



X X dx s 5 



:rzx^a x — x x— • ^fdx)/ #/ x — x x , 

2 y//J X— «X X * 



la quantità algebraica diviene zero pofta x zero» la 
quantità trafccndente fi prenda tale , che fvanifca quan* 
do pure fia x = 0« AdciTo facciafi la moltiplicazione 
pel coefficiente negletto .~ 2 , onde abbiaft 

^^"^"^ , cioè r area AFM della Ciflbidc 



/; 



^ax — XX 



r:z ifdx^ a X — xx — ix y/ ax — xx. Ora prodot- 
ta P M , fé fa bìfogno , fino al circolo in N fappia- 

mo eflTere f d x \f ax — xx eguale all' area circo- 
lare A P K f la qu ale è eg uale a zero , quando fìz 

pcz=zo^ ed inoltre x^ ax — xx erprime il rettangolo 
^ P N ; dunque V area jf P M della Ciflbide eguaglia 
la differenza fra tre fegmenti APH e due rettangoli 
if P N . Pon^afi X = -4 B = 4 , il femife^mcnto APK 
diverrà un {emicircolo, il rettangolo poi APM fva- 
nirà ; adunque lo fpazio AMK£ infinitamente lungo 
della Ciflbide è triplo del femidrcolo genitore « 

IL Problema fecondo. Rettificare la Curva del 
problema precedente . Eflendo V elemento dell' arco del* 

le Curve riferite airaflfe %/ *«A^-f.ij»,fe in quefto in ve- 
ce di d jf* fi pon|a il luo valore dato per x , che dall' 
cqàauoibe della Ciflbidc ricavafi eflerc 
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» i -1 *-" — ■• 

* M — X 

l/^* ^^•z=.»s don4e nafce x= " ■ . e 

» • . ■ 

W X = —5-^! ; pofti qucfti valori di x , . e di rf x 

neliat formala fopsaindicata > fi cangierà queila nella 

^ a%% àz» j . ì^ d z, . j 
fegucntc z^iidz^ -^ rr « 4 a&4- 

IVVJ . /-jtì- ll-N , ed integrando farà 






lorc dato per ^c farà A— 55 * J^"T 



Ai±2il =4 »4-^^ / ^-^^ -+• r^ I P»efi i Io- 

jatìtmi nella logiftica, in cui la f(Kta«g«ntc, ed il pro- 
tonumero fia = I , e foftituito in luogo di 2> il tuo va» 

__^___ 3 ^ . <»-^- 

^iVl / ^4^ — 3>^— \/3^-3^ ^^. Per de- 

* \/4<»— 3*< + \/3*— 3f^ ."^ 

terminare la coftantc A; pongafi che 1* arco diventi 

uullo f quando fia x=:o ; io cai cafo avremo 2.» -^ 

a 

V"4« + Vi" 

tm, IL P 
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^1X1 i^IZ^il. Per tallito V arco AM della Of- 



■ ^ '* y»'»^ 



l — , r iz:!: =-=z==: — 2 tf — x 

'..?!— Vi /. . . " 

III. Problema terzo. Sia una Curva ^J5 ( Ff^, 
27) riferita al fuoco C di tal natura, che , chiamata 
CBzrzj^ e condotta a quefta V infinitamente vicina 
Cbj a cui da B fia calata normale Bmzzidz vaglia 

la feguente equazione dy yl-^dx^fi domanda la 

quadratura di quefta Curva. La form ola generale deU 
'la quadratura "delle Curve cosjl riferite è per le cofe 

dette nel Capìtolo j. f^^—^ ; onde foftituendo in 

J 2 

Yece di d x y il fuo valore dato per P equazione della 
Curva fi otterrà ^if =1^1. l/l = !Ìlll ; onde 

integrando farà f"^ — - = -iJL. -^A; e pofto che 

debba fvanire V arco A È , quando fia jr = « , faià in 
fax calo h-«==o; ondo ^ = , e perciò 



1 • 
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fl^ offia r afea ^ C B verrà efprcffa pcr-^-^ 



aa 



y la quale farà podtiva quando 6a j[^> ir ^ negati* 
Ta , quando j < a ; fatta j = ^ T area diventa^ 



aa 



i « 



. Se vogliafi togliere la j, conviene defcriverc 

còl tagg>o Cjlz±a il circolo -^D, fe- chiamato P ar- 

•o -4D=25 fia Dd=zdx,y farà ^xn:*?^-- — i dun* 

a 

que -i-^-=- < ed integrando in nianierajp che pò 

ftajf=:« fia »:=:tf, farà 2 y/j — 2 y/'a = -=: ; ond« 

4 

•' 2 ■'2/1 ■' 2 2«J .5.. 3 2/1» 

.^ ; perchè quefta fommatorÀa cosi fyaiiiijFP . po^^ 

10=0 . -.:•. < ' : i 

IV. Problema quarto . Rettificare la Curva del 
Problema precedente • La formola generale della ret** 

tificaztone delle Curve Fifcrite al fuoco ^f\/d^^d-f\ 
e coniecchè cfair Equazione della Curva fi ricav^^ 

|0 — 

d X» =: i^ i farà /^d^-+dy=: j^Ay ì/-^^ 

? 2 " '+' 



»+2« 
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■+-A^=z — =: ♦ <Hhj* 4- -^ » c fatta ùnxùtt ta Curva 

qit^tìéò (la j =: if I avremo da tal fuppofizione A = 
''— i^; ^T; ónde r ìttt8g.ralfc completa farà — ^-^^ 

— : — f 4 /i y "i 

. , V. Prpblcma .quinto . Rettiftcare la Fa»aboIa A C 
( Fig^ 28. ..) feconda cubica ) che à V equazione 
nk X 3=:j'> pofte le toordioate ortogonali A B:=zx% 
BCzz. y ; differenziando quella equazione avremo 

i xz=z-^iy K — 5 onde y^rfx*-+- dy^^ fatta la cotfc* 

Temente foftituzionc > farà -i! r 9<«^ J4- — ; 

2^ 1 9 



» ^ 



onde avremo C £ rE'K' : il Va tt\ j 4- ÌÌ. ; i^ v ; ; 

J^ 9 ^ -J •+• ^ .' i^ • Pel punto A fi conduca -4 M 

1.9 

farallétaallt ordinate) la quale fi produca In D fino 

a tanto che if D fia eguale -^ . Col vertice D r^ol 

diatnetro DM, e col parametro =9'^ fi deferiva k 
iparàbota apolloniana D RP . Sarà qxialunque DM 

r^^-hjj e qualunque MF=: V^a.y^ ^it ; 
dunque C £ : £ r; : Af P : a ^ ; e per confe^uenza 
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2/t.CE = MP»£^^=MP.MN ; onde fommand© 
farà za . A Qz=z allo fpazio parabolico RAMP; ma 

qucfto fpazio è eguale — DM.MF^^ — AD. AR; 

dunTOC la.AC^-^DM.MP L AD.AK;c 

3 3 

per confesuenza AC=^ ■ »ii cnc 

dà \a tcuVficaxiotve dell' Arco ^ C . Se fi voglu cf- 
ptìmeie 1* arco ^ C per 7 , fi troverà 
j ■ , r 

A Cz=: ^'^^^ ^ ^ '^^^ , come appnn- 

to ritrovato ff farebbe fé fi fofle colle regole foliteinte- 

frata la formoh -^ ,k 9^.j-t*— • 

tVI. Problema fefto . Rettificare la Parabola apoUonit- 
•oa la dlcui equazione è 2 a x=y (Fig^290 i differenzian- 
alo qaefta equazione avremo ad^-^y djy e perciò^ 

jtic* — ^^ ^ ; dunque l' elemento dell' arco = 

■au 

^dx*^dy farà zl ^yy 4- <» ^ i ed mtegrando farà 

•^ /y/ d X* H- 1< j* =1 r^ yy/yy-i-^ ^ ^ ^l ^^^ indica, che 

;la rettificazione della . parabola dipende dalla quadra^^ 
tura -dell* Ipetbola -ìSia la parabola ,pr<?pQfta FCI$ 
Ja quale venga toccata nel vertice prìncipai e C dalla 

retta^ BM y in cni prefe C H =:y ,/ara af^dx^^Jy* 

z:: fd yJyy-+^i alla retta Cff fia normale Ci*:=:2^). 
€ col centro C e col vertice -4 & deferiva 1* Iperbo- 
le 
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la equilatera E A K ; dal punto H fi tiri H I ordina- 
ta alla Parabola , la quale fi produca fino alP Ipcrbo- 

Ja in /T, farà C AK H =fdy^yj +^ a ; dunque 

a fy/ ix^-^ ^J*= C A KH; dal che finalmente rU 
cavafi , che V arco Ci della Parabola fia eguale allo 
fpazio iperbolico C A KH divifo per la metà del pa- 
cametro eguale zi a. 

VII. Problema fettimo.Sia la curva A MS ( Fig. 

f;o, ) V Epicicloide fempliciilima di cui abbiamo par- 
ato ( nel Gap. ij.Lib. g. Tom. i. ) la cui cquazio* 
ne fifa le coordinate ortogonali è 

-^ ^ r* j* — 6 r^ x^ 

— 3 r^ 

fi cerca la quadratura e la rettificazione di quefta Cur- 
ava. Chi volefle adoperare la predetta equazione per 
fciogliere i Problemi propofti urterebbe in calcoli prò* 
liffi e difficili a raaneggiarfi ; onde conviene ricorrere 
all' mduftria per vedere fi: fia poffibile di ricavare,dal- 
le particolarità di quefta Curva , tiiì qualche elegante 
metodo per la quadratura, e rettificazione di lei. Ec- 
co quello che mi fi è prefentato dopo un poco di ri- 
flefiìone. Quefta Curva viene fegnata dal punto M del 
circolo MKy mentre fi aggira fopra il fuo eguale ^if; 
e fuppofto 5 che il punto M coincida col punto -4 nel 
principio del moto , per ^ e C fi tiri V indefinita R S; 
e dal punto A fi tirino alla curva i due raggi AM^ 
Am infinitamente vicini e fi fegni l'archetto JW n> fi 
congiitngano in centri C-, B colla CB, per B ed M 
fi tiri la B MK; e fi congiunga \z KK. Dovendo ef- 
ferc P arco i4 iC = M X farà KC=.BR^ onde RK 

farà 
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farà normale a C IC , e perciò farà tangente il circo- 
lo /l IC ; ed -/fAf farà parallela zCK; ciò porto fi 
chiami A Mz=zy^Mnz=:dy^ C A=:r^K Kzizz^V zn^ 
golo R-tf Wz=:^C-B=qp, farà M-4m = ^(p; onde 

r:d(p::y:dx=z^ — -^5 e per confeguenza il triango- 
letto MAta elemento dell' arca AMziz^ farà 

■LZ — 5.-, ma ^q) confidcrato come elemento dell' ai^ 
ir 

golo ACKy ovvero dell* arco ^^jche gli èpropot- 

zionafe viene eipreflo per ; dunque 

rr^z>Xi 

HÉ^ farà=J^ 21i^ : ma abbiamo CB-.AMZ 

^ ^ l.r r-t-z, X» 

C B: :C A : C K j ed anaUtlcamente a r — y : 2 r : : r : 

————— - 4 ^ 

^ r r^z^z, : dunque farà —2- — - ^ = r r -f. » » , e 
dx^^=i ^ ^ ■ y fatte per tanto le foftitu* 

lioni opportune nella formola ■ -^ ^^ ■ fi cangierà 

^uefta nella fegucnte — JL2-^2 ^ fimile a quella.chc 

cfprlme la quadratura della Cifloide , di. cui fi è trat- 
tato nel problema pri mo. Per la rettificazione fi tro^ 

• /. l 'i d (io* 
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= l/^yH" ^^ ^ — =-~^=j forinola che ricc* 

ve intcgraiionc algebraica cflcndo A V^-T = 

\/4 ''— J 

8r — J^^^rr — r j ; la fommatoria è prefa in inanie^ 
ra , che cfla fvanifca pofta 7 = o ; quando fìa jr=4r, 
allora la metà dell' Epicieloide fi ritrova eguale ad 
9f , e tutta la curva eguale 1 6 r • 

Vili. A quefto propofito giudico di non piccola 
utilità efporre come coli* ajuto delia geometria delli 
infinitefimi fi pofla giungere fpeditamente alla rettifi- 
cazione, ed alla quadratura di tutte le Epicicloidi 1 
la quale fenza un tal fuffidip porterebbe gran pena a* 
gli Analifti)il che farà comprendere il merito di una 
tal geometria) ed il modo di ufarla opportunamente , 
e coire dovute cautele Sia L MN ( ¥ìg. 31 ) P E- 
yìcicloide generata dal puxicb M del .circolo KMr, 
mentre eflTo fi rivolge intorno il* circolo immobile 
C LR; nel principio della rivoluzione fuppongafi il 
punto M coincidere col punto L , e compita la me- 
tà d* «na rivoluzione il punto M venga in D . Il cir- 
colo R M P fi promuova per 1* archetto infinitefìmo 
Jt Ti e veiiga nella piatone QK T infinitamente vi- 
cina alla prima ; per A y e per 1 due contatti R y T 
fi tirino le rette ARP y A ^Q^^ e dal punto M fi ti- 
rino le corde Al P , M R : ficcome dal punto N le cor- 
de KQ^y Nr, e fi producano MR, N 3:^ fino che 
concorrano in H ; dal punto N inoltre fi conduca Iz 
N R , la quale taglierà la periferìa del circolo j^^N T 
in h; per R fia ad NH parallela RO, che concorra 
colla lineola MN in p,e che fegherà la periferia Jel 
circolo pr«detto QHTìn i^ez; indi prolunghi fi la 
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QK fino che concorra con M P in K e con K O pro« 
dotta in u^ ed i punti P^ j^fìeno consunti coir ar« 
chetto P D deferi tto nella rotazione . £flendo V ar» 
chetto K Tinfinitefìmo , H confonderà colla liflcola^ 
KT^ cbe tocca il cerchio QJiT nel punto T; on- 
de avremo KR:RT:KT:Rh ( per la g<5. del lib. 
3. di Euclide J ; ma R T è infinitefima in riguardo ad 
KN; dunque Kh farà infinitefima jifpetto RTy t^ 

Scorciò Kh farà infinitefima dell' ordine fecondo; nel* 
I fteffa maniera fi dimoftra eiferc infinitefima del fc^ 
condo ordine la Jl i ; gli archetti inoltre hTy i ST fi> 
no infìnicefimì dei primo ordine ; diinque per la tee» 
ria dei triangoli infinitefimi eipofta nel capo 2. gU 
archetti i T", h 5r non differiranno dall' archetto R T% 
ed in confeguenza non differiranno fra loro fé non fe 
per quantità infinitefime rifpettive; ndla fteffa maniera 
fi dimoftra che Px fia infinitefima del fecondo ordi- 
ne 5 e che QP non differifca da Q^x fé non fc pct 
una <|uantità infinitefima rifpettiva* Ora è chiaro enei 
èlfendo P arco LRzxMR ed L T= HT, fiz Kt 
U differenza dei due archi M R^ HTi dunque R i % 
ed il fuo eguale ZH farà la differenza dei due pre-- 
detti archi; e perciò V arco Z Q^ farà eguale ad MP% 
e la corda Zj2=M V; per efferc poi 1* angolo N Qjj 
infioit^fimo ed y N i^^retto N i^non differirà da y Q^ 
ft non fc per una quantità infinitefitqa del fecondo 
ordine ( per la prop. 5 » del Capo l\ ) ; farà pertan« 
to Z y la differenza fra Z C=:M P ed N j^j N Af 
poi è r elemento della Curta LMK\ la pofizLone 
di quefto elemento non differifce dgUa pofizione deù 
la retta K.N j^^pec effere V ango4o KH Jd infinitefi^ 
Ao 1 effendo. quefto minorerei!' angplo eAÓmo P K Uj 
che certamente è infinitefimo; dunque Zy che noi^ 
diiarerifce da u>I^ «tie per un' ìofiaicefiiDa quantità ri» 



tu LIBRO J. 

^ettiva, non differirà da NO, che per un» quantità 
rifpettivaiHente infinitefimà ; giacché aN ed HO dif- 
feriCcono Col tanto per una quantità infinitefima del 
terzo ordine, per la j. del Capo z; farà perciò di- 
moftrato che fia N O la differenza della corda N Q% 
che fi potrà avere per feno dell' angolo ORN , ofli* 
dcir angolo RHT prefà per feno tutto HR; V ele- 
mento poi M H della Curya può confondere col feno 
dell* angolo M R N, offia dell' angolo H -+- R N fpre-. 
fa finiUmeitte ^r feno tutto N R ; giacché N Af no» 
difftfrifce dalla perpendicolare ad M K, che per 1' an- 

folo infinitefimo N M P; ma trattandofi di angoli in- 
aitefimi lappiamo , che i fcni fi confondono cogli ar- 
chi , che K mifurano; onde eflèndo gli archi proporzio» 
Ballagli angoli faranno i feni MK, HO come gli an- 
goli H-i-R HTy ed RHTfC^ perclò^ M N— M 0=r 
MO:OH::H:RNT; facilmente poi fi dimoftrt^ 
*'=^'^Ì^er cffere nel quadrilatero KMHN gli 
angoli in M ed N retti ; dunque MO.OH ::PK Q: 
R Mr. Nel triangolo Pi: Gabbiamo i lati PK , Pk 
finiti, il lato KK infinitefimo, ed infinitefHno ancora 
r angolo Pi:X, onde V angolo KPH farà infinite- 
fimo del fecondo ordine; e perciò F aogolo^ e/lerno 
SìJiP non differirà dall* interno QKP, che per u- 
pa quantità infinitefima rirpeetivaifimil mente nel tri- 
angolo PKX effendo r lati NP, NX finiti, e PX 
infinitefimo del fecondo ordine, farà 1* angolo P ^^x 
infinitefimo del fecondo ordine per le cole dette nel 
Capo a 5 dunque 1» angolo j^NX non differirà dall' 
angolo Qji p , ed in confcguenza da OR ì^ , che per 
«ina quantità infinitefima dell' ordine fecondo; (ari 
pei tanto M O ; O N : : QJi X : it N r , cioè come 1* 
archetto QX alt» archetto Th ; offia come P O za 
*r, ovvero AQ^AV, e componendo ùktk V eler 
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grento MN àcìh Curva ad NO elemento della cord» 
K Q come QjG: G J^ cioè come Ja fomina dei dia- 
metri dei circoK mobile > ed immobile al raggio dd 
circolo ìmm<Aile ; la quale ragione è collante per tut* 
ti gli eiemenn della Curva, e della corda; dunque^ 
fonimàTido tutti gli elementi della Curva e della cor» 
<)a farà la Curva D H alla corda QJi nella ragione 
anzidetta* Si fuppone cominciare T arco dal punto 
D in cui la corda QJi diventa zero. Nel punto L 
la corda ft>l^^^«'^^* Ì2J^ aguale al diametro; dunque 
V arco dcTT Epicicloide detcritto in una mezza rivo* 
luzione farà al diametro del circolo rotante, come la 
fomma dei diametri dei due cerchi al raggio del cir- 
colo immobile >« T arco dclV Epicicloide defcritto in 
una intiera rivoluzione farà al diametro del circolo 
totante , come il doppio dellar foirima dei diametri dei 
due circoli al raggio del circolo immobile. Se i cir- 
coli fono eguali Tara r Epicicloide ottupla del diame- 
tro dei predetti circoli come fopra abbiamo trovato al 
II, 7. Se il circolo immobile ^bbia il raggio infinito | 
ed in confeguenza la di lui periferia fi . converta in^ 
una linea retta ) allora il diametro del circolo rotan- 
te diventa nullo ^ e perciò farà V arco D M Ldella ci- 
cloide ordinaria duplo del diametro del circolo rotas- 
te^ e tutta la cicloide farà di etto diametro quadrupla. 
IX. Veniamo alla quadratura delle epicicloidi • 
Sgli t cofa chiara) che il quadrilatero MKTH&z V 
elemento dello fpaiio K LT^ ficcome del fegmento 
>fzh rio è il trUineo h N f, ovvero R HTy ovvero 
O * I^ ) giacché quelli trilinei non differifcono fra lo- 
to fé non (k per quantità infinitefime rìfpettive , co- 
me facilmente fi raccoglie dalie co/è dette nel^um^ 
IO precedente ; dùnque V elemento àcll* area lHT 
all' clemcoco del iégmcnto HRT come il triangolo 
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JURN+ORN , cioè come MN4-NO adNO| 
offia come ^G+ GA a G -4 ( num. pretcdente ) ; dun- 
quc (bmmancU tutti gli clemcDti farà V area XNST 
al fegmento NZf, come Q^r-i^G^ z GA. V a* 
rea ti fa incominciare dal puato h dove il fermento 
e nullo ) compita una rotazione il fegmento del cir- 
colo diviene eguale allo (leflb circolo rotante ; dun- 
que in quefto cafo lo fpazio comprefo fra V Epicicloi- 
de ed il circola immobile farà al circolo rotante co* 
me I^G-f-G Jf :.G j/l . Se i circoli fono eguali farà il 
predetto fpazio quintuplo d' uno dei circoli , e tutto 
\o fpazio chiufo dall' Epicicloide farà feftuplo dello 
fteifo circolo; Te il diametro del circolo immobile fia 
infinito farà lo fpazio della cicloide triplo del circolo 
genitore 4 



CAPO XIII. 

Si rìfol<vouo alcuni Froblemi /penanti la cubatura dek 

Jolidi , e U compianazione delle fuperficie gen^ 

rate nella rotatone ielle Curve . 

J. T)Er cubatura di folido altro qui non intendiamo 
1 fe^ non fé la determina^^ione di un parallelepi- 
pedo eguale alla, capacità di .detto 'folido; ficcom^^ 
per compiiinazione di fuperficie altro qui non fi io» 
.tende , che la determinazione di un rettangolo , che 
venga da detta fuperficie eguagliato. Sia (F.j 2) la Cur- 
va AD ^ le cui coordinate ortogonali fieno A Bz^x-^ 
JBjD = 7; e fuppongafi ruotare il piano ABD^ in- 
torno i" alfe AB;fy cerca la formobi^clie efpumail 
• folido generato dalla, fupeuficie A ED. Si accrefca-. 
^B per l' el^mcsto infinitcfima^£h=:4<xvedi}puar 
^ to 



• » » 
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to tìb conduca T ordinata bd iofinitanente vicina a^ 
£ D ; e fia D m parallela a £ b • Egli è cofa chiara 
che il folido , il quale nafce dalU rotazione della fvA 
perficie infinirefima £ D d b (ia V elemento del folido 

J generato dalla rotazione dello ilpazio Al>Mi i^ia -^ 
olido {generato dalla fupcrficie BDdk non differifce 
fé non fé pjtr una quantità infinitefima xifpettivameiH 
te al folido , che genera il rettangolo D £ b n f che 
è un cilindro , il quale à per bafe il circolo del rag» 
gio £D,e p^t atotaxaU £>i dunque ojneftQòlindret^ 
to è Telemento del folido generato dalla luperficie jf BP. 
Per efprimerc analitiMnieutt qaefto cUiodrcrro infi^ 
nitefimo> r:f difegni la ragione^ d^ raggi» alla pe* 

riferia del circolo; fé facciafi'r:^ :':jF: ^ffarà^ 

la circonferenza defcritta d4 99nta/P. }: V as^a ,pg% 
circolare è ^^ ; onde il cilindretto, che e V elemen*^ 

to infinite/imo d^ (pìiào generato dali^^ area ABBJL 
farà VL .Bh-^SfJL.yixi e per. cpnfeguenza -^, 

Sy^dx farà la Tolrmola: che efprime il folido genera* 
<d 'dail! aro* . 4 fi 4?. .:ì Hfl xrtl<i*aiifi <4<!^f f?C. |>ar*U 
lele ad-i^B, BD^ ritenate le ftefle dcflominaztoni j 
fi dimoftferà ne.Ua ftefla manici» , che il fplido eepe* 
fato dalla rbtailone- dell' 'aica.ii OC iàttkdo r àW 

AC fìàJ^ -Sfeiy ^ 



.. a r f ..:..,• 1 \ ì 



'■ i 



Sia.. A.D uaj^li%ej> /ftta» ^c.&gN |' ^Ifc, 4* i*» ^Jt 
eoa cui fa<hya;^*aligob, cfié ckaol^ ^i * H^ àettts* 

mi» 
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naie ^ 3 cono defcritto dal triangolo rettatigoio ADB 

Se li 
fi noti che C e. fii $€.[$. :: x : j; <hinque j =: li- ; x i e 

Ce. li. 

perciò il cono defcritto daila rotazione intorno A B 

Ce. a zr,Cc,ii » 

-^ . Nella ftefla maniera -fi dimoAra , che U cono 

defcritto dal triangolo ADC routo intorno 4' affiti 
if e fia ~ , — ?/ dunque il primo cono al feconda 

làrà c#me jf : x , cioè come S e • jui : C-c^ fx . Se jf X) 
éa la parabola dell' eauazione jt x tr:^^ , fata il fo* 
lido generato dallo ^a%io AD B intorno A £^= 

JLsj^dx:=:JLsM9cdx = JL.Ì!fl, Similmente il 
òlido generato dallo fpazio AH C intorba <1A = 

JLSK»ijfaràAsJ!l£l = iL.J!L=jL ^. 
%r JLr <» Z€ iam ir' % 

'Adunque ¥L primo folido fta al fecondo come j!L • JL * 

t dove j i eguale a I- i folidi ancora fi eguagliano* 

sìa r Tpcrbola equilatera MGK(F.^^) fra gli afintoti 
AMfAH^ in cui pofto AF — FG:=za y fm a aszxj ^ 
% perciò il fotido generata daU^ area G FfiD riiouta 

inconio V afle if JB| che è eguale a2. S j y if^i iaii 
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i- S = -L , il — 1- , in qucfto cafa è n^cef- 

(uio aggiungere la coSante L — , la qaale fi detenni* 

na nella maniera (eguente : Tupponiamo che il folido 
Ha nulJo , quando fia x = ^ ; dunque farà A'=z a^ ^ e 
perci ò V elpr effione indecermioau del aoftro folidoè 

X-. a> — — ^=:-— . a^ . , ^ Da quefta formolo^ 

zr X 2 r X ^ 

fi raccoglie > cbe /è le aicifle crefcana in ragion arit* 

metica > in maniera che fieno 4, %m^ lay 4^154 

cc.> i folidi corrìfpondcnti faranno-^ — moltiplicata 

nctoy — , — , -i. • -1- ce Poftà X. infinita ,. ~ -^ 
diventa zero ; onde il folido benché infinitamentcj 
longo farà rr ^ — y cioè eguale al cilindro generata 

nella ftefla rotazione dal rettàtìgolo ^ F G C . Se da 
j^ -<ii il iblido è negativo, il auale diventa infinito, 
polio x=r(?. Sia il quadrante ellitico G Q F Ay(^Ftg. 
34 ) il cui alfe maggfore AF fia^/T) il minore 
^G=^by AB=iCD lia = x j BD—AC:^J^ A- 
vrena> per Ir' equazione dell /EUiffii j j. ss i h — »y 

^ B ^ 3C 

-; e perciò il folicb generato dalla rotaziooc 

ìatoroa AV^ che è I^ S y^ J x y avverti iL x 

zr ^ zr 



Ji im 






V 

\ 
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xxs^a farà il foUdo generato del quadrante **i- •' * 
i/ -. Il folido poi, nato dalla rotazione intorno ad- 

ifC, che viene cfprefìbVr ^ Sxfcdjt farà = 



t« ^3= t , farà il folidor geneiato dal quadrante .ia-. 
torno ad AG=:=-L, xA^h ^ jj^n^ue U foIido gene- 

r*to djil quadrante intorno -4 F ftà al folido generato 
dal quadrante intorno ad A G come ir ; ^ , cioè in ra- 
gione reciproca deglj affi. Se fia a^izby onde il qua- 
drante clUrico di^'enga circolare farà V cmmisfcro gè-- 

rierato = -L . ULUL; e fé pongafi ^ = >^ farà P em- 

iplsfero =:£ — ^ e tutta la sfera =: ^^ ^ ■■ > cioè, e- 

guale al parallelepipedo, che abbia per bafc il qua- 
drato del raggio , e per altezia due ter^i della peri- 
feria. 

IH. Paffiarìo alle rupefrficié ; che fi generano nel- 
la rotiilóìiè- delle Curve. Si roti la Curva A D in- 



torno ^Vaifle AB fu i^sLmiviò le jJF=?PCvl9 BDrzzji 
fi cerca la fuperficie generata nella rotazione . Condu- 
cafi bd IkfiAicasnence yiòìtTa> £ D,^ la^ covdà màirmi^ 
I> d , la quale prodotta, incontri ìkJLB Ì0. ZoC^fif. 
35. ) La zoniil& conica generar* daUa retta Dd e; 
maorc dèUa fupeificie geaexata daS* archetto d per 

una 
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ufia quantità rilpcttivaflicnte a loro iniìnitefima ; dun* 
que ia fupeiiicie generata dalla lineoU DAhV eie* 
mento della fuperiìcie generata dalla Curva AD ^ 
Pei efprìtnere ^naiiticamente quefto eldnento li chia« 
ini vi X> =: -r 5 i> d =: i< ^ ^ JD Pi=i t; dunque ftrà 
PjDd=: /+^^i ^^ xirconferenza del .circolo de^» 

£cxittz col raggio B D h z=I^ . y ^ quella de- 

f ditta col gaggio bà è =^^s y-i-dj ; coltro 

é facile ad inrendere ^ che la fuperficic del Co- 

no retto fi a eguale ad un triangolo , che abbia.-. 

per altezza 51 lato del Cono e per bafe la periferia 

del circolo ^he è bafe del xono JkttCo; dunque la fu-i 

p 
perficie conica defcritta uialla xettà PDd è =:^ — ^ 



t^ds.j^dy^^. ty^tdy^y df + ds dy^ 



Jt r 



è la fuperficie defcritta da P D :è = X. . ^jy ; e tolta 

^uefta dalla prima farà la zonula xonica defcritta da 
D d , cioè r elemento della rfupcrficie generata dalla 

Curva ADzzz-^ ^'tdyr\-3d s -^ d sdj :z:z^ — ^ 



t dy -\-yds ; giacché df dy h infinltefimo rifpctrivi- 
Kiente agli altri .termini.. .Ma t:y:: d s: dy yC perciò 

i^jsryWi'; dunque il:noftroicleineiH:o,faKà=:Ì-, y ds^ 

Nella ^Icffa maniera 'fi TÌtrova r.elemento della fupcrr 
ificic generata dalla curva A D loid^ào intorno :ad 

. rowu Ih K AC 



r . 

ly. Sia if D H ( Ftg. ^6. ) un quadrante di cir- 
colo , il quale ruoti intorno il raggio K A=ryfi cer- 
ca la fuperficìe generata dal quadrante. Si chiami 
AB zz xy BD=zji y farà la fuperficie generata dal pe2> 

£o di quadrante AD 'zz.I^ Sj d ì pel numero pre<i 

r 

cedente ; ma per la natura del circolo è r:y::dsi 

ix; e perciò 1// = !—?; dunque farà J^ Syd s =: 

3 ^ 

• ^ , . p p * / * 

S^Sr dx=:ip XTz-^.lrxzzi J^ . A D y cioi CgU2L* 

r 2 r ir 

le ad un cìrcolo che à per raggio la corda ^D;non 
fi aggiunge la coftante ^ perchè la fuperficie diventa^ 
nulla « quando fia xz=.o. Quando fia xz^r^ nafcerà 
r emisfero , la di cui fuperficie farà =: p r^ cioè egua- 
le al doppio del circolo del raggio =r r ; tutta la fu- 
perficie poi della sfera è quadrupla dello fteflb circo* 
lo • Si voglia ora la fuperficie generata dal quadran- 
te ^fDH ruotato intorno la tangente AC. Pel nu- 
mero precedente farà la fuperficie generata in quefta 

rotazione da ADzzi^Sxds; ma per la natura dd 

r 
circolo abbiamo r : r — x ::ds: dy , cioè r dy zizr d § 
'^-xdfy e per confeguenza x ds z=rd s — rdy; d\ìn* 

quc farà I^Sx ds = — Srds — r dyznp s^^f j^ e 

r Y 

(ofta X =: -^ , nel qual cafo j diventa = r > farà la 

4 

fu. 



e A T O X I J L ijt 

fuperficie generata 'dal quadrante == — — rf; fc fac» 

4 

ciafi xz=z^f nel qual cafo y diviene zero y farà la 
fiiperficie generata dalla metà della circonferenza.» 
zzzLLy e quella generata da tutta la periferia =^p. 

2 

Sìa VD {Yig. 57,) quella Curva che fi chiama trat- 
toria ) la di cui equazione) benché non fia data al- 
gebraicamente fra le coordinate ABzzzx^ I>Br=:j^ 
è data per altro trafcendentemente ^ involvendo i 
differenziali delle fluenti x ^ y; abbiamo in quefta Cut» 



▼a j ^ djc dx-\-^dy dy = — a dy y 4^ difcgna la retta 
F A; e chiamato d s V eiemeiito della Curva =: 

J dxdx-\-ày dyy farà y dsz=i — ady ed integran* 
do Sydsz^zA — ayi il principio della fommatoria fe 
prenda dove y diventa = a , fari oz=z A — a ay ed 
jl=i44i onde avremo Sydszzzftg — ay . Or eflctt- 
do la formoia della fuperficie del folido nato nella ro- 
tazione delle Curve intorno la linea delle zicìtC^^ 

:^::i 2^ Sjdf ( num. 3* ) ; dunque nel cafo farà la fu- 

r 
perfide generata dall* arco FD ruotando intorno ad 

FA =;; — Sjix=: — . asi, — ay . Ma — efpvime 
r r r 

la periferia del circolo del raggio =:«, ed a — y d 
trova eguale ad F C ; dunque la fuperficie defcrit- 
ta dair arco FD è eguale ad un rettangolo , * che 
à per bafe la periferia del cìrcolo dei raggio FA 9 
e per altezza CF; onde la fuperficie intiaita ge- 
nerata dalla Curva FDG infinita ruotando incv>rno 

R a ad 



!• 
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zA AB t eguale ad un rettangolo che à la fopraddet- 
ta bafe, e V altczia eguale ad Fil. L'equazione del- 

U logaritmica, è rfx = — i-2 - prcfa V ordinata^ 

Ut 
FAznc fi cerchi la fiiperficie deir arco FD rotata 
intomo 1* afintoto AG. Dall' equazione della Curva 

d « 

fi ritrova dizz:^^ -^ v'^^+JJi dunque la fuperfi* 

de ricercata, che è = ILSyd/f faràiz:— S — dy 

f r 

y^cr-hjj'+- ^ * Per integrare quefta formola faccia 

i/^ ^H- J J =jHh»i da cui ricavo j =:— ^ ^ 

41 J= — _—— dz y y+z=: ■ ; onde-^ 

foftituendo farà — dj y/c c^y j =f!±ÌÌ5JiS±l^ ^ ai. 

4 z>i 

c fommando avremo S — dj^ cc^yyziz --l- 

Hz Zf 

— '*-+--;7 4--^ = -;r-T \ lz + A=z^ X 



V ^ ^ 4-J J— •> — ^ ^^""^^-^^ -t-^ . Per determi- 

2 

nare la coftant;e A fi fupponga fvanire T arca quaii» 

do fìz y^Cy avremo in tal fuppofizìone — x 

z 
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l y/ z c c — Cx cd.itt conftg^iicnza iarà fa fapcr^ 

fide generata dair arcoi FD nclUt rivoluiioiie iittomo 
ad AB:=zL. yr 



y. Per confideràre ancora le Curve riferite al fuo- 
co fia la Curva AD (Fig. 38. )' riferita al fuoco F|, 
la quale ruoti intorno V afle AF^chepzffk dal pun- 
to F; fi cerca il Iblido generato nella rotazione dell* 
area AFD^ Si conduca Fd che faccia un angolo in- 
finitefimo con fD ; e ruppaciga& la rotazione fatta pc« 
un angolo infinìtcfiino> ia maniera che il punto D de- 
feriva il minimo arco Dp. Il foKdo generato dalloi 
fpazio F D d è una piramide ^ il cui vertice è F , Im 
bafe poi è' il rettangola generata da Dd> che à per 
bafe pd e per altezza V arco» minimo Dp; quefta 
piramide è doppisi di quella y che à il vertice F, e per 
bafe la metà del rettangola generata daDd; ma que- 
fta piramide e la terza parte del prodotto, dell' area 
FDd nell* arco Dp ; dunque la piramide de&rìtta^ 
4all' area FDd è eguale a due terze parti del prò* 
dotto deir arca FDd ncll*' arca Dp^ dunque inte- 
grando farà il folida generato nell* intera riVdluziof** 
dal triangola infìaiteluàà P D d , eguale ar .duer terzf 
partì del prodotta della fteflfa area F D d nella circon- 
ferenza <lei circola ditkùtto dal putito D ; il qual ù> 
lido è thìara che Hz V dementa del folido: generata 
daU* area il DF» Per trovajre P e^rcffipne di quefto 
elemento àoaliticamente , fi conduca BD normale att*" 

affi: 9 e cciittO i raggio FJ? H deferiva V .a^co ^'^^K 

ma 



\ 
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ino dr. Si chiami FPrzjf, dr = rf^, V arco IL 
defcritto col raggio Fl=zr Ci chiami fi^ il fuo de- 

Se IL 

mento Li farà df^y avremo aocora jBD= — ^«j» 

« l' area F D d z=:^ • Per ritrovare la circonferen- 

2 

za defcritta dal punto D , fi faccia r: p:: B D = 

?SJt .y : tlfJL. y , qucfta farà la circonferenza ri- 

r r r 

cercata . Dunque V elemento del f©Udo in queftionc 

farà =tIl:Jt.yyd^. Ed ilfolido fteiro = Ì-. 

Syy /.^^ ^ • In qucfta formola fi ritrovano tre 

irariabili^^ fi^ ix, le quali facilmente fi riducono a 
due eliminando dx; imperciocché abbiamo r:dj^:: 

y:d>c:=z^ — ^j dlmque la formola del foUdo potrà 
canguri m Z-Sjyi.— i- ^=-1-. 5 — y^ ; 

Z^ ^r ir r 

, , d^, Sc.fx 

giacche — — i_ — — dCc.fX^ 

VL Sia per efempio -^ I> il circolo, il cui raggio F A 
^rr^r, farà j = ri dunque il folido generato dal fet* 

p : 

tore PAD ÙLtà = i— . r^-^r^Cr.juL. Lacoftante fi 

è detcrminata in maniera, che pofto Ce • fxzizr , il folido 
diventi nullo ; ma r — C c.fJi è ugnale al feno verfo 

A B : dunque lo fteflb folido farà = ^ ; quan- 

do fia Cc.j*=:— r» allbra fi otrieócl- e^«ifione di 
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tutta la sfera =r — ?, — y come fopra n. 2. abbiamo ve* 
dato.. Sia yz=imCc.\jL la quale equazione appartie* 



m r 



ne al cerchio y che à per raggio — , pofto il fuoco 

2 

Bella circonferenza 9 imperciocché condotta la corda 
jf D, fé 1' angolo ADF h retto, farà r : C e ./a:: 
I Az=.mr :y f^ e perciò y=z mCc . fx» Differenziando 

hxkÌ2=:dCc.fx. Dunque il folido ^ S — -ZL"^ = 
m 3 r iw r 

-^ . -^ j fi i a^iunta la coftante in maniera* 

che renda nullo il folido , fé (ia jy ::±: m r ; onde fatta 

»=^fi avrà la sfera =-i-. . =:-^ ( — V • 

gr 4 jr\2/ 

Sia la (pirale di Archimede la quale fi defcrive dal pua» 
te D, che (F. 39.) cammina con moto equabile fopra Ff> 
mentre quefto fi rivolge pure con moto equabile pel 
quadrante IB. Condotta qualunque FDL fi cerca il 
loUdo generato dallo fpazio FD, che fi contiene fra 
la Curva, e la corda. Chiamato il raggio IFz=Lr^ e 
il quadrante I B = ^ , e ritenute le fteffe denomi- 
nazioni di fopra fi avrà P equazione della fpiralc 

jr = fx; imperciocché farà lo fpazio D Ftzzy per* 

corfo dal punto D air arco f L = |ui percorfo nello ftet 
{o tempo, come i F: 1J5: ;r: g^, foftituito quefto vaio- 

re nafcerà la formala del folido =— S— » 

ix^ dC.a p ^ /ut3 r q^ 

-- ^^T''^ — ''•^^^^•i^i *^ ^«^1 formola fi 

6à 
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sa integrare per le cofe dette ucl Capitolo io. 

VII. bimane foltantoa parlare delie fuperficic dc- 
fcritte nella notazione ^elle^llunre riferite al fuoco. La 
Curva (F;28.)^D3rifcrìual fuoco Fiuoti intorno 1' af- 
fé AF^ iche jpzffz pél fuoco F. £gU è chiaro , che 1* 
.elemento D d^ nella rotazionemlnima^ generi un ret- 
tangòletto, la cui bafe è D d , J'altezza è l'arco mi- 
nimo defcritto dal punto D ; edunque integrando iup- 
podà, collante D d , farà la zona defcrltta da quefto 
.elemento eguale al rettangolo di D d -nella circonfe* 
renza .defcrltta dal punto J>-maabbiamor.;;r : ; B Dz=:, 

ySc.u pySc.fJL , pyS^.ix^ .. • 

*^ . : ^-^ i- y .dunque ^-^ii ufariiacircon- 

r ^rr rr 

ferenza defcritta dal punto D ^ ia D d poi è = 

^ d X d X ^dy dj j .dunque la zona defcritta da D d 

farà = ti— ili^^ ^/dxdx^dydy; ma h dx — 

rr 

lIJL, dunque U ftefla zona fi troverà = lH^tJt^ 

.r r^ 

V J*^ (ut^ H-r* dy^ , ed integrando farà la fuperficie ge- 
nerata da AD=i ì^ SjSc.fi yj» dfx^ -hr^dy^ . 

~VIII. Sia AD il circolo ^defcritto centro F, e col 
taggio F.D = r , farà y:::zr; dunque la fuperficic ge- 
nerata dalla Curva A D farà = -^ S rf fx S e . /x ; tn» 

d^S c.fx = — rdCc.'jx, dunque 'la ftefla fuperficic farà 



•«■i"^» 



z=:p S-^dC c.ix=:p .r — C e. fx. Si aggiungeva -co- 
ftante in modo ^ che fatto C e. ^ = r i la luperacìc di- 
venti nulla; e comecché r—Cc.fx eguaglia il feno 
verfo A B > quindi la fuperficic generata dair.axco AD 
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eguaglierà il rettangolo di tntta la circonferenza nel 
fcno verfo AB. Sia la Curva FDB (Fig. 40.) che 
à per equazione yzpSc.fi; pofto V angolo I FD 
zzzix^ ed FD=j: differenziando farà dyz:zdSc.fÀ:::z 

^ ^'^; dunque la Tuperficic j;cnerata dati' azf::o 
r 

^ » / 1 !ri — a 



^ /-ii — il^; la «uale Integrata per le cofe dette 

r r 

f ^ ^^ f /• ì P ruL—Sc.jJiC cu 
nel C;tf)ltoIo IO. fi trova eguale -f-..J_— i-i u; 

<|uefta fommatoria è prefa in modo ^ che divenga nuU 
la quando fid, jxz=z0. 

x: A t o XIV. 

in cui Jt rifolvono aUuni Problemi invera di quei 

dei Cafi precedenti • 

I. TjXoblcma primo . Si cerca una Curva B,C ( F/fw 
L 41. ) riferita alle coordinate ortogonali AE^ 
3S C , in cu^ 1* arca ABC E eguagli il rettangolo del- 
la Curva B C in una retta data =:a. Chiamata A E 
:zx^ ) E C := j , n afcerà fubito V lEqu azione Sy dxz=: 

a S\/dx^^dy; òflia ydxtna /Tx*4- dy^ ; iiu, 
quefta equazione fé pongali j 12= ix^ ed in confeguenza 
dy^^o avremo ^dx-irzadx ; la quale identità di- 
ro oftra y che alla noftra equazione foddisfaccia 1' e- 
quaziòne j =i= 4 5 «d in fatti tagliau AB= a^c con- 
Tom. IL S dot- 



,38 L I JB JR O L 

dotta B F parallela ad ^f £ , quella linea B F avrà la 
condizione ricercata nel problema > cioè farà a . B F= 
air area A BI E ^ Si alzi ora a q uadrata T equazio- 
ne differenziale y dKz=:a^ d x^ + dy\ ondefiaj*Wx*^ 

u tt t 
=:4*/ix*+/i* i/j* j farà dxz=. — ^ % ed ìnte- 

u d y 
grando avremo k*ì^A=:^S --— . Per coftruirc 

la Curva a cui compete quefta equazione differenzia- 
le, fi ponga \/jj — a, a =j-+*a; avremo^ 



^ dz>xz>t> — aa , /r /y ad%» 
e afzzz'^ — — -_.— j onde - — ^ = — > 

e perciò S '^ — =--I a=->L|/jy^ — a a — j> 

prefo il logaritmo nella, logiflica che per fottangente 

abbia m ; onde -/f H- x = — L ^yy — a a. — y farà T 
equazione della, noftra Curva in termini finiti : adun- 
que fé fi deferiva una Curva le cui afciffe fieno» 

r= — L y/jj — a il — y più o meno una coftantc , le 
ordinate lieno le y ) quefta Curva farà la ricercata , a. 

(t d 'ti 

cui competei' equazione differenziale </ x = — . ■■ > 

II. Problema fecondo . Ritrovare la linea >f fi ri- 
ferita al fuoco C , in cui l' area .CAB ( F/j. 42- > 
fia eguale al rettangolo della linea AS nella retta.» 

--- - Condotta la C b infinitamente .profllma a C è e 
* cca- 



e" 
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centro C defcrìtto il minimo arco B m$ fi ponga C B =y> 
Bmz=zdx: dunque per condizione del Problema farà 

y dxz=zt$^ dx^^dy^ ^ qui ancora pofta y^rzafi ve* 

Tifica r equazione; per conf^guenza il circolo defcrit* 

to col raggio C A:=a è dotato della condizione ricerca* 

ta . Per vedere fé oltre il circolo vi tìano altre linee 

che foddisfacciano alla fopraindicata equazione ^ firi- 

a d y 
duca qucfta a Wx= ^ — - % la quale non fappia- 

^yy—aa 

mo ancora fé fia algebraica a trafcendente ; per fco- 

prire ciò defcrìtto il circolo col raggio C A =: a y fi 

chiami V arco ADzizfx^ e Dd = //jui. Eflendojf :^x 

::a:d[x; e perciò dxzr:^ — i-i , fatta la foftituzionc 

u 

iieir equazione diverrà efla dixzn — ■■ ; onde 

fxzizS tf—:lL^ ; quella fommatoria cfprimc unar- 

y ^yy — d a 
co circolare il cui raggio fia -rr//^ e la fcgante = j; 
dunque T arco fx=iAD^ che à per raggio 4 5 avrà per 
fcgantc y = CB; mz CB non può eflere fegante , fc 
AB non iia linea retta; dunque oltre il circolo hav- 
vi la fola linea retta dotata della proprietà , che lo 

fpazio CAB eguagli il rettangolo di A B in • 

III. Problema terzo . Vogliafi la Curva riferita al- 
le coordinate ortogonali , la di cui area fia data per 
la fola afcifla . Quefta Curva è Tempre algebraica , fc 
la funzione deir A:ifla , per cui fi dà, o fia algebraica, 
o involva un folo fegno fommatorio , che comprenda 
ttttta la quantità ia maniera . che la differenza di eiTa 

Sa f^n- 
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funzione fi pclTa cfprimere per P d x ^ eflTendo T fiiit- 
xionc aleebraica di x; imperciocché dovendo eileic 
yJxzizfdxy fatta la dmfionc per Jx faràj^ = ?e- 
^nazione algebraica • Pongafi per efempia P = x*» de- 
notando m qualunque numero pofitìvo, a negativa^ 
avremo j =: x* equazione che efprime tutte le Para- 
bole 5 ed Iperbole . Sia -rf E B ( F^. 4j. ) un femi- 
circoio (ì cerca la Curva AlMyìz. di cui arca jflD 
eguagli il fcgm.cnto di circolo > chiufo fra V arca, e 
la fua corda AE. Si chiami AD=:x^ D I=j 5 fa- 
rà il fegmento =:S ^ ^^ f— / dunque jdx:=:z 

2^ ir — x^ 

rdx\/x -^ r%/x • % o 

^ j dunque jr=: — / % cioè oyjr — 

a y^ 2 r — x 2 y^2 r — x 

^xyy zzirrxf la quale equazione efprime una Cur- 
va di terzo ff^Ao , che comincia in A^ fega il femi«- 

cìrcolo in F dove abbiamo jfG:=zsL^. oflta dìvsd^e il 

2 

laggio CB in due parti eguali in Gj indi fi accofta^ 
ali' aftntoto £ M • In quella Curva aibinque abbiamo 
Io ipazio AID eFuale al fermento circolare AE; 
onde lo ipazio infinitamente lungo >f FMJSchiolb fra 
la Curva e V afìntoto farà eguale al femicircoFo ; e 
tdlta la porzione comune A¥B farà lo fpazio infini* 
tamcttte lungo V MB eguale allo fpazio A E FI A eom- 
prefo fta V arca ^ £ f del circolo , e T arco AI S 
della Curva ; ma quello fpazio è eguale al triai^lo 
AV G per eflex U fegmento AE¥ eguale allo fpazia 
Al V G ; dun(|ue lo fpazia kifinitajyate lungo £ FM 
è eguale al triangolo AV C. 

IV, Pioblema quarto » SI voglia una CHi?ai Al^ 
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la di CUI area AID (F.4^) fìa eguale al fegmento iperboli* 
toAE chiù fo fra la Curvale la corda . L' Iperbola (i 
fuppone equilatera 9 che à per afle trafverfo A 1 A=:z r, 
e perciò chiamata ADzzzx ^ un tal fegmento fi trova 

eguale a S ^ ^ — ; dunque avremo V equazione 

, rdxx/x - rx/x , 

jax'=i — !- — ; onde jzz ^ > ^edrrx-zr: 

2y^ir-+-x 2Y/2r-hx 

^J^'''+'4^J^^' quefta equaziQne fimilmentc appar- 
tiene ad una Curva di terzo grado 3 la qual curva , 

tagliata CH = Cir=^, e condotte H M ^ 

2 

K zM parallele al primo affé , parte da ^ , e fi 
accofta air afintoto HM^ ed è dotata inoltre di un 
altro ramo ) i di cui afìntoti fono 2 ^ N , K zM.ln 
quefta Curva lo fpazio AID eguaglia il fegmento A E, 
aggiunto pertanto il trilineo AIE chiufo fra la cor- 
da AE^ la retta I £ 9 e la curva Aly nafce lo fpa - 
zio chiufo dalF arco A E , dall' arco Al^t dalla ret- 
ta J £ eguale al triangolo rettilineo AED . In quan- 
to poi ali' altro ramo condotta qualunque ^ 2 £ air 
Iperbola , ed a quefta condotta V ordinata 2 £ 2 D , 
che feghi la Curva in 2 1 , farà il fettore iperbolico 
AxE lA eguale allo fpazio infinitamente lungo N 2 ^ 
a D 1 1. Avvertafi che la Curva à due altri rami fi* 
miU eguali ad AM y e a2l2M dalla parte delle ordi- 
nate negative , perchè il valore di y nelP equazione 
è ièmpre doppiò. 

V. Problema quinto . Cercafi la Curva , la quale 
ruotata intorn^ P alfe delle afciffe, nafca un folido da- 
to per «ina funzione dell' afcifie moltiplicata in X. ^ 

che 
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che è la ragióne della circonferenza al raggio . La . 
Curva è fcrnpre algebraica , fé la funzione fia algc- 
braica , o contenga un folo fegno fommatorio , che ab- 
bracci tutta la quantità: Sia per cfcmpio la' Curva 9 

che girata intomo V affé nafta il folido = A. s ^ ^ , 

r X 

avremo per tanto 1 equazione -^ Sy^ a xr= s^ S ; 

dunque xyy:=z2.a^ , che è un' ipcrbola di fecondo 
grado. La diificoltà principale^che (1 incontra nella ri- 
loluzione dei Problemi inverfi5Confifte nel fare il paf- 
faggio dalle equazioni differenziali alle integrali; quan- 
to tale difficoltà fia ardua a fuperarfi fi vedrà nel li- 
bro, che fiegue . 
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LIBRO SECONDO 

Del metodo diretto ed inverfo delle Tangenti 

e deir integrazione delle Equazioni dif* 

ferenziali di primo grado • 

CAPO PRIMO- 

III cui y fi effottc il metodo dì determinare le tangenti 

delle date Curve . 




I. V-#Ia data una Curva qualunque ADB^ ( ¥ig^ 
45. ) a cui pel punto D fi debba condurre la tangen- 
te . L' equazione della Curva /la tra le coordinate or- 
togonali CE^zzx y DE = j ; e fiippongafi condotta^ 
la tangente D F> che feghi la linea delle afcifle nei 
punto F ; conducafi P ordinata e d infinitamente, vici* 
na a D £ > ed incontri la tangente in n ; tirifi D m 
parallela ad £^« Egli è cofa facile a dimbftrare , che 
le due lineole infinitefime mdy mn differifcpno per 1} 
lìneola rf « infinitefima rifpettivamente alle prime; per- 
chè condotta la corda D</> avremo P ngoto nD d ìn*^ 
finitefimo per la natura della C\irva,; gli angoli poi Ddn^ 
Dnd fono finiti ( eccettuatone c^ualche pùnto parti- 
colare della Curva^dei quali punti parleremo nel Ca- 
pitolo Tegnente ) ; dunque nel triangolo :uDd ùnk n d 
infinitefima rifpettivamente a D d\^tì ìxb. i. Gap* ^ y 
VEL^ D d b dello fteflb ordine che pid ^ ed mn-, dun- 
que . 
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I 

que n d è infinitefima rifpettivamcntc zA md y ed m »> 
dunque quelle lineole per adequazione poiTono pren- 
derti come eguali. Ora è chiaro, che a cagione dei 
due triangoli fimili n D m ^ DFE fia nmiD m::I>E: 
F£, ed in termini analitici dy:dx::j : Fc; dunque 

farà PE-^z^JL; la retta FÉ comprefa fra 1* ordi- 

nata D E , e la tangente D F fi chiama fottangentc; fé 
dalla fottangente F £ fi levi V afcifla C £ fi otterrà la 

FC = lÌllZ!LÌl. Alla tangente FD nel punto D 

fia normale DG, che incontri la liaea delle afcifle^ 
nel punto C ; la FD dicefi normale della Curva'^y e la 

2. 

D E 

G E funnormale . E comecché abbiamo GEi= -=-7r > 

FÉ 

farà CE^y^:lÌJL^lìl.; ed cffcndo D^ = 

^ dj ix ' _____^ 

'DE^ ^- C^* farà D C == 1/^* + :ZlÌ2! ^^ 

^bLÌ!l:±JjLy ma v^73?Tp7^è eguale a 13 ^ e- 
lemento della Curva : dunque chiamato quello elemen* 
to ds y farà D G =^j-^i 1* tangente poi D F fi tro- 



va eguale 



yàs 



dy 

^\* Col mezto delle fòrmole fopra indicate fi rU 
fohe il problema ; Data la Curva ritrovare la tangen- 
te , e le linee che da effe dipendono ; ad un tal fine 

altro 
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altro non deefi fare , che differenziare P Equazione della 
Curva riferita alle coordinate ortogonali, con che fi de- 
termina la proporzione fra gli elementi^/, ^/x, dy;c 
fòftituita quefta proporzione nelle forraole refterà in 
termini finiti il valore delle predette linee. Eccone gli 
cfcmpi. Sia la Parabola ^ D £, il di cui afic fia>f£, 
fia r afciffa ^£ = x, e V ordinila = j , il parame- 
tro = 2 /i $ farà r equazione lax = j j » e differen- 

. j dx y 

xiando avremo adx —y dy ; dunque 7- = -j- • Co- 

M y ti 

mecche poi la formola genefale della fottangente FÉ 
i ll!L num. 1. foftituendo per tanto in quefta 2^ 

per -fi, avremo FE = '^ = 2x; dunque nella Pa- 

' d y t 

xabola la fottangente è doppia dell' afcifla; la fun- 

normale poi EG-=z^^ farà eguale ad « , cioè egua- 
Ic-al fcmiparametro . Inoltre effendo ^z=.2-.^ farà 
^-=:lll=4Ì4jonde ^y=lil£., e perciò 



dt^y/dì(*^dy*=. yix 



tftm 



a CI /x* 




«b 



Y- 



- 4xV/— H-x 



^-^*t — • * i pertanto fO 



nella forinola della tangente DFzztjJ, fi collochi il 

^y 



vaio» 
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ydx y — '^x 

valore ritrovato di ds farà P F — 



rì/^. 



•^x 



dy^ X 



rz — ■ ^=^\/2^x + 4yx j foftituito poi is 

^ j 

nella formolx àclla normale D C zz^^-r — , fi ritrova 

dx 

DG := '=.x/ aa-^xAXi le quali linee> 

per altro fi farebbero potute determinare con facilità 
lenza ricorrere alle formole> pollo che fofle determina- 
ta la fottangente ) e la funnormale . 

IIL Sia DN r Iperbola ( Yig. ufi.") fra gli afin- 
toti 5 la di cui equazione pofta jtfEr=x, ED my 
fappiamo eflere xyz=.aa \, dunque dilFerenziando farà 

^ d X 

oc dy '>^^ydxz=LOy e — x=^L — , che è appunto V 

cfpreflione della fottangente; il valore negativo indi* 
ca che la fottangente non debba effer prefa verfo il 
principio delle aicifle ^ Tioè verfo A^mz verfo la par- 
te oppofta. Per Ja qu^l rofa fc fi tagUEJF=r^£:2=x> 
condotta D Fy farà quefta tangente la Curva. Eflendo 

la formola della funnormale '^^j fottimicoZl! itu 

d X X . 

vece di -^j farà la funnormale — -Lln: ; il 

dx X x^ 

valore negativa indica > che la funnormale fideepreit- 

dcie dalia parte > dove principiano' le afcifle; laonde 

ta-» 
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tagliata EG=2-=fl,laGD feghcrà la Curva 

ad angoli retti. Se x (ia maggiore di a^ il punto G 
cade tra i punti £, ^; fé fia x =:tf , il punto G co- 
incide con A; finalmente fé fia x minore di i^^ il 
punto G cade dopo i punti E^ A^ 

IV. Vogliafi la tangente della Curva la di cui e* 
quazione fia ii* x* = j"»-*- " , la quale cfprime tutte le 
parabole^ ed iperbole ; difFerenzìando 1* equazione ab- 
biamo n /r'"x*-' rf X = m-^n . ^'■*' *-' dj ; dunque fa- 

" ^_ = — J_ . ..£ = -J— .x; il quale va- 



^J /f /i'"x 



m ^n « e 



lore ^fpwmc Ja fottangente . Se la frazione fia 

n 
pofitiva 5 il che accade nelle parabole , tagliata E F 
verfo -/f , la quale fia ad ^ £ in ragione di wH-n : «, 
e congiunta F D , farà quefta la tangente ricercata • Se poi 

.fia negativa , come avviene nelle iperbole , fi 

dee tagliare £F nella ftefia proporzione» ma dalla par- 
te oppofta a quella i in cui cfifte il principio delle a- 
fcifle • 

* V. V Equazione della Curva» di cui fi vuole la^ 



^«4.1 



tangente fiaii*+;x'*=: • ^'•-•.Prefa la dififcren- 



xa farà d;wj<»-»rfxrrw — ».—— .j«-»-'rfj; onde 

•Z— -_ ; adunque farà la fot- 



Cingente ^i ^lE ^— . — — . ^i— — t" — • 

^J ■ m * x"-* "*" « 



^ •"• 
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Egli h cofa degna di ofTervaztone » chs It 






valore della noftra fattangente dato per x non con* 
tenga la fpecie ^;pcr la c^ual cofa, qualunque fia que- 
fta quantità,, alla fteflfa afcilTa corrifponderà la tlei^L^ 
fottangente; adunque tutte le curve, che nafcono al 
variare delia fpecie h fono tati , che ai loro punti 
corrifpondenti alla fteffa afcilfa competono tangenti^ 
che tutte fi interfecano in uno fteffo punto della linea 
delle afciffe . Pofto « = 2 3 « = , e adoperato il fc- 

gno — X l'equazione diventa a a-^s x=: — j j r che> 

appartiene alle Ellifli apolloniane , il di cui affé comu-» 

ne è ta yV altro è 1^ ab ; degenerando V Ellifle in 
circolo quando fia kzzia . Sieno quelle ( Fi^. 47,. ) El- 
lifli A ED; conducafi V ordinata EDD ; tutte le can- 
genti dei punti D concorrono nel punto F, che cfi-- 
fte nell' afle B A prodotto . Quello che fi 4 detta 
dell' Ellifli, vale ancora delle iperbole. 

VL QqeAo metodo di determinare le tangenti fi 
applica non folamente alle Curve algebraiche ; ma an- 
cora alle trafcendenti , purché abbiano equazione dif«^ 
ferenziate di primo grado; perchè mediante la di lo- 
ro equazione fi potrà avere in termini finiti il vaio* 

àx 

re della frazione — ^ Sia per efempia da determinar^ 

fi la tangente della logaritmica . Avendo quella Cur« 
va r equazione differenziale i/x=: — i^ifaràc='2LÌf; 

ma quefla è V efpreCRone della fottanjpitte ; dunque^ 
nella logiftica la fottangente è cattante ; determinata 
U fottangente } refta determinata 1 cpme à chiaro y aou 



*;; * 
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cor la tangente • L* Equazione della Curva> che ti cbU» 

ma trattoria, è dx=L — — J^ =^ j dunque^—- 

___ J ^y 

= \/^rf— jj eguale alla fottangentc; comecché poi 
il quadrato della tangente è Tempre eguale al quadra- 
to della fottangente , più il quadrato dell' ordinata ; 
dunque la tangente della trattoria è eguale alla collan- 
te ^..La Curva di cui cercati la tangente abbia P e- 



ed eftratta la radice ^^^xcmoy Asz:zady — ydxyQiob 
ydf ydx yds ' . • ^ y^^ %. i . 

rr^'^i — ^=^^i ^^ ^^ * la tangente ^-i— * è la^' 

r>ttangente ; dunque in quéfta Curva abbiamo la fora- 
ma della tangente , e della fottangente = /> i ma dall* 

equazione ù sa cttex€^t£jiz=:ff ^ ^.y dunque la taa* 

dy za 

gente ricercata farà 4- (±lll21=tl±ll. 

la za 

VIL Abbiamo fuppofto le coordinate C £ , ED 
( P^<S' 4S* ) formare un angolo retto ; che fé poi V an- 
golo C ED ^ che chiamo fx non fia retto, allora, ben- 
ché la formola della fotungente non fi cangi , e rimanga 

^P^, folGre per altro qualche alterazione la formola 

^dr 

della tangente =: *--— ; perchè df in quello cafo 000 
f7 

^ g^^^dpi^^ày^ come al iium« i. ma è a 
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ydx^ ± ^^^ dxdy + 4/jf*, fecondo che V an- 
golo p ^^ e ottufo , o acuto . Le formolc dipenden- 
ti dalla normale in quello cafo fono molto intrigate y 
e perciò gli Anahfti preferifcono a quefte le formolc 
dipendenti dalla tangente . 

VIIL Voltiamoci alle Curve riferite al fuoco • Sia 
il (F.48) punto F il fuoco della Curva ^ J, ed abbiafi 1' 
Equazione fra FDz=iyy il fuo elemento dmrrrfjjC 
1* arco minimo D m =rii x, il quale defcrivefi col cen* 
tro F5 e coir intervallo y; alla retta FD fi conduca 
la perpendicolare / F H , che incontri la tangente D f , 
e la perpendicolare DH ; la F/ fi àìct fot tangente , 
FH Junnormalc. Per determinare 1* cfpreflioni ana- 
litiche di quefte linee fi dee avvertire , che fono Ami- 
li i triangoli Ddm, I D F^ dunque dm:Dra::FjD: 

n, ed in termini analitici iy :dx: :y : F I='L-f , 

dy 

che fari V e/preflione della foctao;c«tc« Parimenti per 
la fimilitudinc dei triangoli U m d , DF H abbiamo 

Dm;dm:: FD:FH,cioè dx :dy::y :TH = 2JÌ1 , 

d X 

che è la formola della fiinnormale; per trovare poi la 
formola della tangente , e della normale fi chiam i 

J>d:=zds, t^i)idy:dsr.y:BI^lÌL, dx:ds:; 

dy 

y • OH —-^ — * Egli è chiaro come poffano determl- 

narfi le altre linee , che da quefte dipendono . Sia yf S 
la fpiral^ archimedea ,.la cui equazione è j^y=*Wx; 

dua^ 
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^ i y 
dunque ^l^ — = ^ ; àil che fi inferifce y che la fua- 

normale in quella Curva fia collante ; la fottangente 
fi trova = ^ , la normale = y/è /^+-j j , la tangente 

r=z -^ )/^b 4-jf jf . Sìz AB la fpirale logaritmica , in 

cui vale dy: dK:ia:h ; dunque ydy:ydx::a:bi 
da quella analogia fi ricavano due altre jf:*!-—::^:^^ 

^—JL:y::4:hi dunque la fottangente farà=r -:?> 

•• ^* ^ 

la funnormale = -^ ; la fottangente poi Ila alla fun* 
normale come b b: a a ; per confeguenxa farà la tan- 
gente zr — ^7a+JT^ e la normale =:-^ y/aa^b s 
tlunq ic ia tangente alla normale come b : a . V e- 
quazione della fpirale iperbolica è i/x=:— -— ; dun» 

|U J a^ 

que ^— = il ; in quefta Curva la fottangente è co* 

•/ 
ftantc . 

• IX. La Geometria drgli infinitefimi alle -volte^ 
fomminiftra metodi eleganti per determinare le taft-- 
genti ; vediamone un qualche efempio. Si debba coii« 
durre la tangente alP Epicicloide .SìslPM R( Vig. 31.) 
il circolo genitore > che palli pel pUnto M dèir Epici- 
cloide in maniera che V arco K L del circolo KLGy 
fopra cui fi fa la rotazione, fia eguale al arco MR^ 
& prenaa i' axco UN infinitefimo deir Epicicloide > 

e pel 
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e pel punto N paffi il circolo genitore ^N T; faran- 
no gli archi LT*, N T eguali . Condotta QJi p^r le 
cofeìlettc nel Capo 1 2. del Libro precedente n. 8. , 
quella giacerà per dritto con N Af ; dunque ^N M 
fega la Curva in due punti infinitamente ricini, e per* 
ciò non difFerifce dalla tangente nel punto M ; ma^ 
TM non difFerifce di pofizione da QJi ; onde PM 
fi può reputare vera tangente • Dunque dato il punto 
M deir Epicicloide D M L facilménte li fi potrà con- 
durre la tangente; imperciocché defcritto il circolo 
genitore R M P per jf ed X fi conduca la retta AKPy 
e fi congiunga PM , farà quefta la tangente ricerca* 
ta . Si debba condurre la tangente alla fpirale di Ar- 
chimede, la qnale fi delinea del punto M ( Fi^. 49) 
camminando da C in ^ equabilmente pel raggio C À 
nel tempo, che il raggio XI A deferire la periferia del 
circolo ABDEA partendoti da A . Si tiri qualunque 
CAfP| e la Cmp infinitamente vicina ; centro C & 
deferiva 1' arco Idm; farà m n : Pf::CM: A P^ come 
il raggio C A alla circonferenza, per eflere i moti e- 
quabiii del punto M per CP, e del raggio CP perla 
periferia 4n ragion coftante del raggio alla circonfe- 
renza del circolo ; condotta C T perpendicolare al rag- 
io C P e fiippofta M T tangente la curva, farà C 2* 
a fottangente, che fi dee determinare; per la qual 
cofa oifervo , che fi à C M : CT::mm:Mn ^ ma m 1»: 
Mn èia ragion compofta di mn: P^, e di Pp: Mtt% 
cioè del raggio C A alla periferia ABDEA^ e di 
CPz^CA:CM; dunque farà CAf:Cr; CAxCA: 

CMxABDEAi e perciò C r= ^^^xABDEA. 

LA 
VogUafi condurre la tangente ( fi^. 50 ) alla Concòì» 

et 



i 
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de di Niccmcde • Alla retta P£ fia infinitamente prof*» 
/ima Pf , ( P fia il polo , e ^ F fia la bafe yC PAD 
fìa normale alla baie ) centro P intervalli P F, P E 
fi deferivano gli archetti Fhj E m; dovendo eflerc^ 
IEz=.fe per la natura della Concoide yfarà nfzzim e; 
ciò poflo rifiettafi , che per trovare la ragione di P £ 
alla Jotrangente bada ritrovare la ragione di tmiEM; 
ora quella ragione fi può fciogliere nelle tre compo« 
nenti e m :fn^ fn\n¥^nY:E m; la prima è di eguagli* 
anxa , la feconda è eguale alla ragione di AF.APy 
la terza è eguale alla ragione dì P P: P E; dunque m e: 
ME::AF.PF:AP.PE::AF.PF:PB.PF::AF:PB; 
dunque farà la fottangente a P£ come Af £; w f, co- 
me PBiAF; dunque avremo la fottangente eguale 
PB.PE 



AF 
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I. 



Delle mafftme e minime Ordinate delle Curve ) e del 
metedo di rifolvere le queflionì appartenenti 

ai MaJJtmi e Mimmi . 

Sia la Curva £ D C di tal figura, {F.% i .) che crefcendo 
1' afciCa A H decrefca T ordinata H K fino al 
punto B , indi fegmtando a crefcere T afciiTa « crefca 
ancora V ordinata • Egli è chiaro che nel punto B fi« 
nifcono i decrementi delle ordinate , ed incominciano 
gli incrementi; adunque 1' ordinata £D, la quale è 
media fra le ordinate decrefcenti , e crefcenti è la mi* 
nima di tutte . Comeechè poi fra i punti jf e £ P or* 
dinate continuamente decrefcoho, la tangente della^ 
Curva fra i punti E e D fegherà la linea delle afcif- 
Tom. IL V ic 
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fé verfo il ponto M rirpetto air ordinata, e per con- 
traria ragione la tangente della Curva fra i punti D, 
€ C feghcrà la linea delle afcifle verfo la parte oppo- 
fta A ; dunque nel punto D dove (ì à la minima or- 
dinata £ D , la tangente non dee cadere ne verfo A^ 
ne verfo M;il che indica che la tangente è parallela 
alla linea delle afcifle AB; onde nel calcolo divie- 
ne dyzzzo. Lo fteffb dicafi della Curva EDC riferi- 
ta alla linea FN, in cui crefcendo le afcifle II ere- 
fcono le ordinate IK fino al punto G,ìndi decrefco- 
no, eflendo perciò I>G la maflima di tutte, la qua- 
le à luogo , dove la tangente del punto D è paral- 
lela ad FG, e perciò dy:=o. 

IL Quantunque la maflima , e la minima ordina* 
ta richieggano , che la tangente fia parallela alle a- 
fciflc , e r elemento dyz=zo; ciò non ottante non-* 
vale la propofizione inver(a , cioè che ^oyc ri- 
trovili la tangente parallela alla linea delle afcifle , e 
i/jf=tf, li flavi ancora un maflimo, un minimo,- ìm- 

f^ertiocchè fé due rami di Curva tengano in mezzo 
a tangente, e fcorrano in parti oppofte y ovvero dalla 
ftefia parte come fi vede nelle figure 52 , 53, avremo 
la tangente parallela alla linea oelle afcilfe , e dyz=:o 
fenza che fiavi ordinata maflima , o mmima / adunque 
per determinare nelle Curve le ordinate maflime » o 
minime , ù dee certamente differenziare 1' equazione ^ 
e fupporre dyz=zo^ per determinare il valore delli^ 
afcifia X , ma non fi dee fubito inferire > che a tale^ 
afcifla conviene un' ordinata maffima ^ o minima ; per 
aflicurarfi) che ciò fia vero> fi introduca aeli' Equa- 
zione della Curva il valore di x pia determinato; che 
così farà determinato ancora il valore della y; dipoi 
fi accrefca.^ e fi diminuifca il valore dell* afcifla per 1* 

elemento ix; e fi troyina.i valori delle oidioate cor- 

rcf- 
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tifpondenti a quefte afcifle ; fé tali valori crefcono in 
tutti e due i cafi V ordinata è minima; fé in tutte e 
due le Tuppofizioni decrefcono V ordinata è maflima; 
fé poi in una fiippoKizione crefcono ) e nell' altra de? 
crefcono V ordinata allora ne è mailima ne minima • 
III. Dilucidiamo la Teoria cogli efempi. Si cer- 

ca (e la Curri dclP Equazione — H = -^ abbia^ 

a X a 

maffimc ^ o minime ordinate ; differenzio V £quazio« 
tic ) onde a akbia = -^ ; pongo 

tfyz=:o^ e troTo ————— = ^ : onde xrrit^; 

Mxx ' ' 

adunque alle afcifle db^ può competere V ordinati^ 
madìmai e minima; per vedere poi fé realmente lo- 
to competa ) mi fermo in primo luogo nell' afciffa po- 
fitiva = 4E > la quale introdotta neir Equazione delU 
Curva 5 mi da jf -rzi a; accrcfco ora V afcifsa a per li 
quantità dx^ acciocché diventi s + dxy e foftituito 
quefto valore neU' Equazione della Curva farà 

M^d X .4 y - . . 

+ ziz^L^ da CUI ricavo v=:2€ -4- 

a a-^dx M 

, ; il qual valore è maggiore dìia: fé poi dalF 



afcifla 4 tolgo d X y operando come fopra trovo 

dx* 
yz=iié^ _. , il. qual valore i ùmilmente mag« 

#0 OO i^f 

t I 

J fiore di 24; dal cbe . chiaramentt fi comprende > che 
' ordinata za cocrifpondcnte ali' afcifla a òan minit 
mo. Se faccianfi le fteffe operazioni in riguardo alla 
afciifa — 4 > fi troverà la corrifpondcatc ordinata ^ — i * 

Va effe- 



4 

X — 
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elTere umilmente un minimo « VogliaC 'efamin&te (e la 
Curva dell' equazione x* — ^Jììx*H- j ii*x=ii*j ab- 
bia maffima o minima ordinata; pre£e le differente fi 
arra g xxdx — 6 A kì k^^h ad k zzzn a dy^ epofta 
'dy:=zo,c fatta, la di vifione per ^dx^ nafce x x — 2 a x 
<^M a:=:iO i onde eftraenda la radice farà x^^ a<:=z9^ 
ed X =: il ; dunque ali* afcifsa x =: € pud competere 
une maflima. a minima ordinata: per vedere poi fé ci& 
lealmente ùzy nelL' equazione della Curva pofta a ia 
vece di X abbiamo j = ii ; meffayi poi u 4-ii x ab- 

d x^ 

biamo j= «Hr ' dunq[ue al crefeere 4eir afcif^y 

et 

fìi crefce V ordinata ; fé poi ncU^ equazione della^ 
Curva ia vece di x fi pone a-^^dxy ritrovafi j = 4^ 

dx^ 

^^ ^, ; dunque al diminuirfi delT afciCa decrefce If 

ordinata^ e perciò 1* ordinata m corrispondente alPafcif^ 
ft a non è ne maflima^ ne minima 3 benché ia tal punta 
éì Curva fia i/jr = •. 

IV^ Fin qui fi è tenuto per ficuro, che ogniqual 
irolta nella Curva vi fia una maffima , o minima ordì-- 
nata la tangente fia parallela alla linea delle afcifse ; 
ciò per altro non è Tempre vero 9 perchè può accade- 
re % che dove e V ordinata maflima y o minima ivi fia 
la tangente parallela alle ordinate ) diventando tan- 
gente elsa maffima ^ a minima ordinata % come fi può 
vedere nella figura 54. in cui BD è ordinata maffi- 
aia in riguardo alle afcifse AHytGD or4inata mi- 
nima in riguarda alle afcifse F / ;. ia quefti punti non 
a k già, dyzz.e y mabcnsà dx:=z.0 ; ancor qui deefi 
avvertire > che non fempf e dove ritrovafi. dxz=:oy vi 
fia ancora una maffima ) o minima ordinata y come^ 

appunta fi ^ avTectito nel cafo ^ dy:z^oi ^^^^ ^^^ 

me* 



e d P O I L 157 

jRCtodo fteflb fi determiaa Ce ìu tal caft V oKdioau 
fu maflima ) o iDinima ^ ovvero fia ne maSim^y ne 

miBima » 

V» Nelle Curve rifente al fuoco fimilmente 
dove (ìa i/x ) ovvero dy eguale al zero alle vol- 
te fi à i' ordinata oiaiGma ^ alle ;yolce ninioiiL* 1 
^d alle volte ne maiTima ne minima ; come fi dct>« 
ba procedere in tal ricerca» fi comprende facilmen- 
te dagli efempi> che Seguono» Sia i^ GUrva éeil^é^ 

quaxlone Jx=: ''^'^ ■ , ^ ■ ; fiippoda djz:z0 suf 

a ^ y y — ^ ^ 
▼iene fubito jr=jt/< ; per efaroinare poi ft quella or» 
dinata fia maffima , o minima > ovvero ne V uno ne 
r altro, io vece di ^ x introduco rfzr elemento di uà 
arco di circolo di raggio coftante \ il quale fiqppongd 

^^ M i z tale fine faccio y:dx::aid% = • > 

onde irx=lÌ^, e perciò dz. = . ^"^7 = 1 ed in- 

tcgtando (zxk z=^yy^aa^ Ai T integrale fi 
prenda in maniera che fatta yzziM fvanifca 1 arco « 
il che efigc che A fia ze ro . Dall' ultima equazione 
il ricava r = i/T^ -|- a ^ , in cui collocato zera in-- 
vece di A trova come fopra y = ± ^ ; fe v t colloco 
poi $^dx,^d^, trovo y=±y/d z,^ -j-n ^ ; il qual 
▼alore è maggiore di 4, fimilm ente fé vi c oUoca 

dxt=: — rf* y ritrovo 7 :=r±;/^ z»^-t-4/i mag* 

siore di ir; adunque conchiudo che L ordinata 4 è un mi* 

aiiM^ Sia yB4uaM<»c^^ta Curva/ xsr --^ 

0:y^-^^ 
fatta 
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fatta dy:=z0 ritrovo y:=Mi fc in vece di i oc foftì- 

y ^ A f^ df 

tuìfcafi ^' — > avremo ì»=—:ì — i-- , ed integrando 



a^ 



fari % rr jf^ — a^ , non fi dee aggiungere coftante> per^ 
ch^ cosi s diviene xero dove è jf= 4 ; da qucfia ul- 

i 

tiflaa equazione fi ricava fubito j=A)-f* a^ ;in ve«- 

1 

ce di % foftituifcafi ixry e fi troverà jr= ie5-+-4/z* 5 

che ò maggiore di a'^£c poi foftituifcafi -«-//« fi trova 

_^_._^ I 

y =r €* — dt»^ , che è minore di a , dunque T ordina- 
ta /s ne è maflima ne minima . II metodo di conofce-^ 
re fé V ordinata j (ia maflima o minima dove abbia- 
fi i/x = o è lo fteflb) e perciò non ci dilungheremo 
davvantaggio fu quello particolare • 

VI. il metodo di rintracciare le maflime e mini- 
me ordinate delle Curve , ferve ancora per rifolvere 
le quiftioni intorno i maflimi^ e minimi. Si cerchi per 
«feinpio (Fij. <5. ) di fegare una data linea ^ B in 
maniera, che il rettangolo ADBCiz maflimo fra tur* 
ti quelli» che nafcono dividendo la linea ^£in due 
porzioni. Si divida AB in due parti eguali in C,efi 
chiami AC=C B = ay C Dznxy farà AD=: ^H-x, 

^_0 = a — x; adunque il rettangolo AD Bz=i T+^ 

,M^ x; q»efto rettangolo fi finga eguale al rettangolo 

gy ; avremo :zzy ; onde pofliamo rapprefcn- 

tarci quefta equazione come appartenente aduna Cof^ 
va ) in cui ir fieno le afcifle , ed - — ZliLf fieno le or- 

* di- 
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dinate > e perciò il propofto problema fi riduce a tro- 
vare la maffìma ordinata di quefta Curva ; fervendomi 
adunque del metodo dei numeri precedenti diffèren- 

zio r equazione 3 onde fia ■ =:rfj; e poila 

) ■ . 

dy=:Oy ritrovo x=:o; adunque il punto D ice ci- 
dere in C , ed il rettangolo ACB eguale al quadra- 
to ^ C è il maffimo che fi cercava ; fé pongafi poi 
d X = abbiamo x infioita ne appartiene a quefto proble- 
ma y però oltre il punto C noa vi è altfo punto , che 
ferva^ fciogliere il problema . In quefta ricerca fapen- 
dofì di certo ^ che il rettangolo AC B è maflimo, re- 
fta fuperfluo cercare ciò col metodo infegnato nei nu- 
jqeii precedenti; quando poi dalla natura della que^ 
ftione reftaflè dubbio fé ai valori determinati della x 
corrirpoiidano maffimi o minimi^ allora conviene ricor- 
rere al predetto metodo • Si proponga in fecondo luo- 
go di ritrovare un valore di x ^ a cui competa la quantità 

, ì ' 

. b — X + e minima di tutte cosi determinate • Si fac* 

ì 



A 



X 
3 



eia a .b — X 4- r =flf*j; differenziando l'equazione fi 

Ìj t 1 ^ 



lettenà ■ , =:.a§iiyì, pofto per* 



eanto dy=i0f fi troverà4%* — x -f-rrst?; dunq^uc 
è — ^ = — — 5 cioi ^-^ x= J/— — i fé ambedue 



le 



w^ 
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le fpecie Ci ^ fieno pofitivc, o negative il radicale è 
immagioaf 10 ; ed il problema per confegucnza è im- 
poflibiic > fé poi una delle fopradette fpecie ò pofiti- 
ra, e P altra negativa, allora fi ritrova eguale al ze- 
ro r efpreffione, che dee cflcre minima ; il che indi- 
ca j che neppure in quefto cafo fi da luogo alia ri- 
cerca del minimo . Pongo adeflb ^x:=zOy ed in tal 

fuppofizione ritrovo h^x = Oy onde b= x, ed j = fi ; 

Hit 

raccolgo adunque da ciò che al valore ài y=ib può 
competere il minimo che ricerco; per efaminar poi fé 
realmente li competa , efamino fé il predetto valore 
di y fia veramente un minimo ; a tale effetto accre* 
fco r afciifa b dcir elemento i/x, acciò fia x=*-Hi/x; 

dunque h^x=z-.dxy epcrciò yzizlJjL^LL, n 

a a 

qual valore è maggiore di i- j lo fteflb avviene fé fi 

aa 

diminuifca 1» afcira t dell' elemento dx; dunque 1* 
ordinata ritrovata = ^ è il minimo , che fi cerca» 

va ; il che per altro à luogo foltanto quando ambe- 
due ic fpecie a e h fieno pofftìve o negative; fé poi 
wna fol tanto delle due predette fpecie fia pofitiva , 
allora la y da un maffimo, e non già un minimo; il 
'' P"o fcoprire col metodo fopraindicato . 

«•.«• r* '^"'^ ^®^^* "*"' •n^'gaw i maffimi ed i mi- 
mmi , iiccome aiicora nel determinare k tangente al 

dato punto di Curva fi . urta nella frazione -i- , di cui 
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non e si facile capirne il fignificato ; come fi forta da 
tale inciampo vedafi nclli cfcmpi , che fieguono . La^ 

frazione ^. ^ : Z — è tale * 

che fc in eflapongafi-4 in vece di x diviene— ; per 



fapcTC il valore di quella Frazione faccio x=:a^ixf 
e foftituifco qoefto valore di oc tanto nel numeratore 
quanto nel denominatore della frazione propofta ; con 
che fi avrà il numeratore ^ che chiamo x = 

444- T^a^dx^^a^dx*^ adx^ 
_ 944— .i843rfx~94*^x* 
iia^^iia^dx 

— ^ 4 44 

oflervo che la prima colonna fvanifce per la contrae 
xietà dei fegni^ e clje lo fteflb avviene alla feconda^ 
ed alla terza; dunque tengo òonto della quarta 5 la.^ 
c]uale non va al zero, e trafcuro la quinta comecché 
infinitamente picciola rifpettivamente alla quarta ; dun- 
que farà ss =; 5 4 nf x^ . Facendo la ftefla operazione iit 
riguardo al denominatore della frazione propofta 1 che 
chiamo u ^ ritrovo n = 3 4 i x3 ; dunque la noftra fra^ 

— « = — u trova eguale JL . Il fecondo efem^ 

OH ^ i 

pio venga fommlniftrato dalla frazione 

j^ ) la quale diviene — fé vi 



zione 



^ X m}x 



-.>' 



<J X» 



• 




X 
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fi ponga a in vece di a^; nel numeratore = scollo- 
chifi a^dx in vece dì x^ dal che na fcerà 

— ^ ya^^a adx\ coi metodi infegnati nel primo 
tomo eftraggo le due radici feconda e terza ; e mi fermo 
nei termini dove ritrovafi il ix; perchè la fomma^ 
di quefti termini non eflfendo eguale al zero , gli altri 
termini) in cui ritrovafi dx^^ ax^ &c. fvanifcona in 
paragone di quelli; la prima radice ritrovafi = /t /< — * 

adx^ la feconda a^ dx\ dunque farà z^-^^am 

3 

•--iirfx — 4^— 1^— r=~iii^; la fteffa opera- 
zione facciafi in riguardo al denominatore della pror 

pofta frazione == u , che fi ritroverà = — 2 i 

4 
' 1(5 

dunque la frazione — = — nel cafo farà = — ai 

La ragione di una tale operazione fi comprenderà ic 
xifiettafi , che .quando fi differenziano V equazioni per 
determinare le tangenti , ovvero i maflimi 9 e i mmi- 
mi delle curve , fi prendono le differenze alla manie* 
ra ordinaria fermandofi fol tanto nei termini» in coi 
xitrovafi iWx) e difpregiando quelli» in cui ritrovane 
fi le poteftà di d x\ il che va bene ogni qual volta 
la fomma dei termini, in cui ritrovafi dx^ non fia e- 
guale al zero; perchè gli altri in paragone di quefli 
lono nulli : ma fé avvenga che i termini affetti dal 
dx t\ elidano, allora deono venire in confiderazione 
i termini» in cui ritrovafi il dx^^ e cosi in fcguito ; 
perchè la totale differenza di una formoia data per x, 

i la variazione» che efla riceve dal porvi x^dx in 

vece 



■t 
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vece di y. Nei due fopr^erpofti efempi abbiamo ac« 
crefeiùta 1' afcifla per la quantità infinitamente pic- 
ciola dx'y alle volte però avviene che con tale lup. 
pofizione fi introducano quantità immaginarie ; nel qual 
cafo fi dee fiDinuire V afcifla per Izdx. 

Vili. Le queftioni dei mallimi y e dei minimi fi ri- 
folvono anèora con eleganza chiamando in fuflidio la 
geometria deeli infinitefimi , fpecialmente nei cafi in 
cui 1' analift Tarebbe difficile a maneggiarfì . Sia per 
efempio una curva qualunque A DB ^la di cui linea 
delle afcifle fia ^C (Fig. 5^. ]) e ordinata una .qualfi- 
voglia C £; fi domanda di infcrivere nella curva ABC 
un parallelogrammo £ D FG tale, che i lati DE^DP 
fieno paralleli a £ C, ^C, e che fia eflb parallelo-» 
grammo il maflimo fra tutti quei , che poifono così 
determinarfi • Sia pertanto il parallelogrammo EhpC 
il maflimo ricercato, ed infinitamente vicino a quefto 
fia defcritto il parallelogrammo edfC; pel punto I> 
il conduca la tangente della curva D C?, chefeghiCjf 
in G. Dovendo e^ere per la natura deimaflimi^e dei 
minimi la loro differenza eguale al zero , farà la diffe* 
renza del parallelogrammo £DFC dal parallelogram* 
mo edfC eguale al zero ; dal che ne viene ^ che il 
parallelogrammo infinitamente picciolo DE e m fia e- 
gaale al parallelogrammo dmF f; adunque i loro 
lati fono in ragion reciproca ; e perciò Dm:d m::df 
ovvero D F = E C : £ D ; ma D m : d tn: : E G : ED; 
dunque EG :E DiiECiED; pertanto EG=:EC ; 
dunque fa d' uopo fcegliere il pur/co D in maniera , 
che condotta la tangente D G fia la fottangente £ G 
=zEC. Non bifogna per altro perfuaderfi , che il pa- 
rallelogrammo cosi determinato fia fempre un mafli- 
mo ; imperciocché alle volte può elfere un minimo , 
e alle volte ne ro«ffimo ne minimo • Se MDH^Fi^, 

X » 57.) 
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<J7. ) fofle un' iperbola apolloniana fra gli afintioti C hZ^ 
C Mjquantunque condotta la tangente JD G, fia £ G=EC^ 
con tutto ciò avendo luogo quella proprietà in qualun- 
que punto di curva > li parallelogrammo I> £ C F ne fa. 
xa ma(fimo,ne minimo; ma farà da per tutto della ftef» 
fa grandezza . Per addurre un efempio^ in cui il paralle- 
logrammo JD £ C F fia minimo j fia fra gli ftcffi afintoti un* 

iperbola di tal natura > che il prodotto di C£» ££> 
fia collante ; ed in cui per confeguenza la fottangen- 
te G E è fempre doppia di C E : fi conduca parallela 
air afintoto KG la retta PiC qualunque, e fi ritrovi 
il punto £), dove GÈ fia eguale ad £2C: il parai* 
lélogrammo DEiCiF è il minimo di tutti, perchè 
fe prendàfi 1* afcifla maggiorerò minore di CE, un tal 
parallelogrammo crefce in maniera > che diventa infi- 
nito, fé fia ECzzi 0^ ovvero E C = oo • Per fecondo e- 
fempio fia il feguente problema ( Tig. 58.): fopra le 
date bafi AB^C D ritrovare due triangoli rettangolÌ3 
la fomma dei quali fia malfima fra tutti quei triango- 
li rettangoli, che anno per cateti omologi AByCDy 
e la fomma delle ipotenufe AE +CF collante . Ai 
triangoli AEBy CDFy che foddisfanno al problema, 
fieno infinitamente vicini i triangoli AHH y CDK y 
le ipotenufe dei quali prefe infieme vadano ad egua- 
gliare \4 E 4- C F ; centro -^, e C fi deferivano i mi- 
nimi archi Hw, Fu* Comecché -4 H 4- CK eguaglia 
^£ + GF, tolte le parti eguali rimarrà £iw=: Kj»; 
inoltre per la teoria dei malfimi e minimi dovendo ef- 
fere la differenza della fomma dei triangoli nulla, fa- 
là il triangolo AEH—CPKi onde le bafi dìquefti 
faranno iu ragione reciproca delle altezze; ma le ba- 
fi fono EH, F K^ le altezze AB ^ CD; dunque a- 
wcma AB:CD::K F:EH^ ovvero in ragion com- 
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pofta KF: Ktti percbi £»> ed Em fono eguali; ma 

Em: E H 
abbiamo KF: Ktti.CF: DF ; ed Em:EH::BE: 
AE i dunque AB :CD in jragioa compofta C F: D F^ 

BE:AE 

S E D F 
ovvero come -— - : — — ; ma il fcno deir angolo 

EABRz al feno deir angolo FCD come — : — : 

^ AE CE * 

dunque ABiCD:: il feno dell* angolo E A B zi fc- 
no dell' angolo FCD.Laondealloralafomma di que- 
lli triangoli farà maflima y quando i feni degli angoli 
A^ e C fieno in ragione dei lati AB ^ CD. Da ciò 
ne fieguc che fc il lato AB fia maggiore di CD^ ne- 
ceirariamente P angolo E AB farà maggiore delP an- 
golo FCD. Si producano i lati ABy CD in manie- 
ra che jB P fia eguale ad ^ £ > D O a CD; condot- 
te P E , QJF fi coftruifcano i triangoli ifòfceli A EPy 
CFQj^ i quattro lati dei quali cioè -/f E^-£P-+t 
C F ^ F QjZQ^it\xi£cQno una data quantità; di quelli 
triangoli fi verifica y che la loro fbmma fia maflima y 
quando gli angoli alle bafi fieno come le ftelTe bafi ; 
da ciò ne nalce, che le maffime figure dello (lelTo pe- 
rimetro comprefe dal medefimo numero di lati fieno 
equilatere, ed equiangole. Dimoftro in 'primo luogo 
che fieno equilatere , perchè fé data la diftanza dei 
fuochi Ay Fy e la lunghezza ( fig. 59. ) del filo 
AHP ù intenda dcfcritta col metodo ordinario una 
ellifle y egli è certo che la ^ maflima ordinata corrif- 
ponda al punto jB, che divide -^P in due parti egua- 
li ; dunque il triangolo AH P ifofcele è il mafllmo fra 
tutti i triangoli coftituiti fopra A P, ed in cui la fora- 

ma dei lati AH-jr^P- fia coftante; imperciocché 

tali 
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cali triangoli comecché coftituiti fopra la ftcflabaG- 
fono fra loro come le altezze) offìa come le ordina- 
te della predetta'^llifle . pna tal verità feco ne por- 
ca un' altra y cioè che fra tutti i triangoli dello fte^ 
perimetro V equilatero è il maflimo; imperciocché in 
vigore di quanto abbiamo fin qui dimoftrato fé cofti*- 
tuifcaii per bafe qualunque lato del triangolo maflimo, 
gli altri due lati devono effere eguali; daTl* eflcre maf- 
limo fra tutti i triangoli dello ftcffo perìmetro T equi- 
latero , ne viene, che fra tutte le figure dello fteflb 
perimetro^ e che anno egual numero di lati la maf^' 
iima fia V equilatera ; imperciocché fé fi tiri una ret- 
ta, che congiunga P eftremità di due lati AB^ AC 
( Ttg. do. ) contigui della figura fi formerà un trian- 
golo B ACyì jdi cui due lati faranno i lati della figu- 
ra ^ e la ba(e farà la predetta retta ; ora quello tri- 
angolo dee éffei^rtnaflimo fra tutti quelli, che hanno la 
fteflfa fomma dei lati; altrimenti la figura non farebbe 
maflìma; adunque quello triangolo dee eflere ifofcele, 
e perciò i due lati ABy AC contigui della figura de- 
vono eflere eguali; quella dimoftrazione vale per tut- 
ti i lati; dunque la noftra figura é equilatera • Ella è 
ancora equiangola j perchè le efla aveflc due angoli 
difuguali per efempio Ay I>, formati due triangoli 
BAC^ BDE coi lati della figura, e che abbiano al 
vertice i due predetti angoli difuguali , egli è certo 
che V angolo maggiore fottenderà una corda maggio- 
re, ed il minore una minore, giacché i lati contenen- 
ti gli angoli in tutti e due i triangoli fono eguali ; 
dunque gli angoli alle bafi non potranno eflere in ra- 
gione delle bafi , e perciò la fomma dei due triàngo- 
li B AC y BDC ifofceli, che anno lo fteflb perime- 
tro per riguardo ai lati , non farà la maflìma; adun-/ 
qìit ne tampoco (atà mafluna la figura ; acciocché 

dun« 
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dunque quefta fia snaf&ma, non folo dee effere equila- 
tera ^ ma ancora equiangola. 

CAPO III. 

Degli 4/tntoti delle Curve. 

L T)Er afintoto altro qui non intendiamo fé non (e 
1 una linea retta , alla quale fi accofta contìnua- 
mente una linea curva (cnzsL che efla mai arrivi 
ad incontrarla ; dunque la diftanza delP afintoto 
dalla curva anderà a diminuirfi oltre qualunque limi* 
te , ne fvanirà fé non dopo eflerfi fcorfo tanto dall' 
afintoto , quanto dalla curva uno ipazio infinito ; quin- 
di r afintoto può cadere fotto T idea di una retta 
tangente la curva in un punto infinitamente remoto j 
non per quello tutte le tangenti la curva in un pun« 
to infinitamente remoto fi devono reputare afintott; 
per effere tali vi vogliono alcune condizioni. Altri a- 
fintoti fono paralleli alle afcifle > altri alle ordinate > 
altri finalmente ne fono paralleli alle une , ne alle-^ 
altre» V afintoto parallelo alle afcifle richiede in pri- 
mo luogo y che pofta x pofitiva ) o negativa infinita fia 
la ragione ài dx :dy :: 1:0; inoltre efigc , che nel- 
la fteffa fuppofizione di x infinita fia y:=o^ ovvero 
finita . Se fia j=:o la ftefla linea delle afeifle è Ta- 
fintoto ; fé poi fia y finita V afintoto è parallelo alla 
linea delle afciife ) e pafla per T eftremità di detta or* 
dinata . Similmente V afintoto parallelo alle ordinate 
richiede che in fuppofizione di HKjf infinita , fia x fi» 
nita,o eguale al zero > e la ragione di dx:dyr.o:i; 
per r efiremità poi dì detta x paflerà V afintoto • Se 
poi pofta +x lAfiflita fia U xagìooe di dxidyBniUy 

aU9« 
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allora farà determinato 1' angolo , che far dee la tan- 
gente di un punto infinitamente lontano colla linea 
delle zfciOc > la qual tangente j acciocché fia afinto- 
to, efige inoltre che T intercetta fra il principio del- 
le afcittC) ed il punto di fezione della tangente col- 
la linea delle afcifle (ia ifinita, ovvero eguale al zero; 
lo fteflb difcorfo facciafi in fuppofixione di ±7 infi- 
nita • 

IL Dilucidiamo la teoria cogli efemt)! . Sieno da 
ritrovarfi gli afintoti della curva, che à 1' equazione 
XX-+. jxjf=a/i, che fappiamo effere T ipcrbola a- 
poiloniana • facciafi in primo luogo x=:oo ( quefto 

legno 00 indica V infinito ) ; farà y = - 



3«> 3 ' 



differenziando poi V equazione trovo dxrJy:: —3 x: 
^x-hjyj^la qual proporzione in fuppofizione di 
xrroo diviene — 3:1» Se adunque AD fieno (Fig. 
61 ) 1* afcifle della noftra curva , e D E le ordinate^ 
condotta dalla parte delle ordinate negative BC ter- 
aa parte di ACy congiunta AC farà quefta paralle- 
la alla tangente di un punto infinitamente lontano 
della curva • Per efamìnare poi le quefta tangente fia 
afintoto , ritrovifi in ' termini finiti la fottangento 

•2L-^> la quale èHiiLZ^ e da quefta ibttratta x. 
dj ^^-f-3^ 

farà ::::±^~xz=:'^^'''y-^^'':ora quefta quan- 

tota in. fuppofizione di 5r rr 00 , ed in confeguenza di 

Jf=— — fi ritrova T! ^ =^0; dunque la no» 

ftra tangente ^ afintotica, paflTa pel punto -/f , ed è pre» 
cifamcnte la retta AC prodotta vcrfo M^ fé facciafi 
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^^3<rm^>in fìmU maniera fi dimoftra, che la linea^ 
A C prodotta vcrfo N fia iìmilmente aiintoto dclla^ 
«urva . PoBiaiBO ora jf = oo j fi ritrova mcdiaatc V e- 
quazione xrr-rjoo, x=z#.Il valore di xm — 3 oo 
,ci dà r afintoto AMy di cui già abbiamo parlato; il 
valore poi di x=:o , ci dà la ragione di dx : djf::o :Xy 
cioè ci dà un afmtoto parallelo alle ordinate , che paA 
là pei principio delle afciflei cioè P Qj lo AeiTo acca- 
dendo uippofta — 7=: 00. dunque la P ji^c afintotica 
da una parte y e dair altra • 

III. Cercati fc la curva dell* equazione «*-" x"-f- 
x^ = y'^ eflendo n <m abbia afintoti ; differenziando 
r equazione fi trova dy:dx::na'^'"x^''^'^mx'^-^: 
^y^^'i e comecché fuppoftà x infinita ritrovafi xz=yj 
quindi dx:=dy: pertanto fé C\z A B ( Fig.62.) la-* 
linea delle afcifie , che abbiano principio in Ay e ti- 
rifi BCzraA B^ e parallela alle ordinate, congiunta A C 
farà quefta la tangente della curva in un punto infi- 
nitamente remoto. Per diftinguere fé quefta tangente 

y d X 
Ca a/Jntoto ritrovo la fottangentc ^ — = 

H2 , da cai detratta x fi ritrova £• 



nalmente ^^ la qual quantità > le fia 

m — » < I , pofta X infinita^ diviene eCi pure infinita; 
dunque la noftra curva della parte delle x infinite non 
è afintotica ; lo fteffo avviene fiìpponendo x = ^ — oo) 
anzi fupponendo ancora d[:y znoo ; per confeguenza 
la curva è priva di afintotì.5e poi fia m — »= i^aJ- 

lora fatta x infinita la fbrmola predetta diviene = — ; 

* IH 
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per la qual cofa tagliata AD :=z^i e condotta D P 

parallela zd AC farà qucfta V afintoto ricercato . Fi* 
nalmentc Te fia m — ^»>i, nella fuppofìzione di xin* 
finita il valore della forinola riefce =o, e perciò la 
linea AC è l^ afintoto della curva « Pofto m numera 
pari alla afcìira infinita x corrifpondono due valori di 
y eguali una pofitivo 5 e 1* altra negativo; dunque^ 
dall' altra parte della linea delle afcilTe A B (x k un 
afintoto ) che parte dalla fteflo punto e fk lo fteflb 
angolo colle afcilfC) il quale afintoto non fi à fé (i& 
m difpari ; fuppofta — x infinita fi proverà fimilmen* 
te che le linee D Py AM già determinate fono an- 
cora afintotiche prodotte verfo ^ed N ; la fuppoii» 
Ztione di +J infinita dà gli fteffi afintoti. 

IV. Facciamo ora vedere come fi determinino gli 
afmtotl nelle curve riferite al fuoco. Sia per efempio 

U f^iralc iperbolica dell* equazione rfx=;i— — ^i 

f^ J a^ 

farà in quella curva la fottangente =x[ =r — h ^ 

e perciò fatta j infinita la fottangente refta pure — 6 
cioè eguale ad una quantità finita; onde la tangente) 
che CQrrifponde ad un punto, infinitamente lontano 
della liodrà curva^farà un afintoto delia medefima cut- 
va^ e. cojmeccUt in quefto cafa abbiamo dxidjf — b : 00; 
dunque dx e infi^nitamente picciola in riguardo zdj^ 
e perciò avrema j parallela alla tangente oilia all' a- 

. fiatotoj e la loro^ diftanla fa>à eguale a^ / impercioc- 
ci}>à come aJbbiamo veduto, nel jCapitola i. n. 8. nelle 
curve riferite al fuoco la fottangente è eguale alla^ 

* porzione della perpendicolare tirata dal fuoco al rag-^ 
eio i comprcfa^ fra il fuoco e la tangente 3 la qual fot^ 

un- 
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tangente nella noftra curva qoando fia y infinita, ed 
in coi^fegiienza parallela alla tangente^ efprimerà U kir 
ro diftanxa . Se in qualche curva riferita al fuoco la 
fottangente fi trovi eguale al aero pofla. j ìffi/jitjiij^lr 
lora V y ftefla è afintotp della curva . Se J)QÌ po^a j 
infinita fiaancok infittita là foitaVigbite^ , alfdta.iarta^ 
gente ad un putito infinitamente lontano della curva non 
può eflcrc afintoto della ilefla curvai le quali cofe fono 
facili a comprcfiderfi-. Debbafi ricercare fé abbia afin- 
xqtl.U cqrva, ^a di cui equazione ^ riferendofi efla al 

fuoco ) fia d xz=: ' • '*-'^ -^ ^ 5 

.dalla qual e deriva d^x: dy : : — y y/ y ^z a + y^ J . 
•Jr+-"^- ^V^j4^^^ j Copiecchè/ abbiamo^ pel-tètìrcma 
'neutoniano, che ferve ad eftrarrc le radici ^^j 4-2*^ 

:::::: ^y +--: =- &C- ^«^'^^ dxidy:: — 3.&C. 

: a yfy +r= — — : n &Co e poft^ y infinita avremo 

d X ; dy : : : yf y : : — \ y\ dunque d x h infini- 
tamente picciota in riguardo a rfj, e perciò • la tati- 
gentC) quando fìa y innnica ^ è parallela ad j ; vedia- 
mo ora fé quefta tangente fia asintotica ^ a tale 6g- 

ly A %m 

getto rìtroTO la fottat^nte di qtiéfta ciirf a =: i . i ■ 



J^3^V^J+^* 4-.yVj>.yH-^. ; 
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ì ia cpiroftltuico 

il valore àxJy^z /idato per ferie fi ricava, quando 

y 2*- fi» 
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lia j infinita , la fattangcnte = fL: dunque la pte^ 

detta tangente è afintoto della curva ^ ed è diftaace 
dalla j infinita per la diftanza = — • 

CAPO IV. 

I>atc U condizioni j che aver ieono le fungenti y trovÉrt 
le curve ^ a cui ejfe tangenti comfet9ua^ 

I. y^Ucfti Problemi fona ìnrerfi di quei del capo u 
y^ Si voglia per efcmpio la curva riferita air af- 
/^^*fc, in cui la (unnormatc fia coftante; dunque 

per tate condizione avremo V equazione -^^-^ = ^t 



€ perciò y ély = / jr, ed integrando jf j=2 a x-J-i A m; 
siafce adunque ferapre ana equazione, che appartiene 
alia parabola apoilonianz del paranretro z=z2 a y qua* 
lunque fia la colante ^; ed in confeguenza la fola pa- 
rabola apolloniana è quella curva y cbe à la funnor* 
male collante • Se la curva che fi defidera debba a» 
vere la fomnaa > a la di^erenza della fùnnormale y e 

delP afcilla coftante^ nafcerà ^ — ^^ ±: x= 4 ; adunque 

dx 

zvrcmo yd ydz^d xzuad XfCÌok ydyz=:adxZ^xdxy 

ed ìnttgfzndo yy ^=11 ax + z mAj(Z XX y la quale 

equazione appartiene al circolo » quando abbia luogo 

il legno fuperiore , all' »perbola poi^ quando abbia luogo 

r inferiore » Debbafi litro^vace la curva, la cui norma*» 

f d f 
k fia coffante/ aTicmo ^ij—=r, énax^c jyis^z=. 
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^^ <? jr*-»-Jf JP rfjr* = #^^x», e perciò 



Nd 



y 
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tzzd X ; ed integrando ^ u u - - y y-^z A— x ) la qua- 
le equaz* ne appartiene lempre al circolo» La curva 
da determinarfì fia tale , che la funnormale iia alfa 
fottangentc come V afcifla ad una coftante • Avremo 

y si y y m. x 

per la condizione del problema ^ — : -^ ., cioè 
iy^ :dx* : : x; ^ ; dtSnque dj^u =Ld x ^ x ; ed in- 

— 2 ^- 

tegrando jf+if • ^4 = — x^» che efprime la para* 

boia feconda cubica. 

IL I problemi del numero precedente efigono 5 che 
le cooroinace tlano ad angoli retti ; portiamone uno 
in cui non fi richieda tal condizione .Si abbia da rin- 
tracciare una curva, in cui la fotcangenre (ìajilP afcif- 
la in ragion coftante; nafcerà fubito V equazione 

9§ d X 

•i- — :x::m;i; dunque ydx — m xdy:=z 9^\z quale 
.,. I .^, ydx — m X d y _, 

jnotiplicata per , nfulta ^ ^, = p ; c4 

X A 
integrando farà — =:. — >» la quale equazione efprime 

tutte le parabole 9 ed iperbole * 

IIL Nelle curve riferite al fuoco aimo ancor luo* 
go i problemi mverfi delle tangenti . Rechiamone qual- 
che efempio : fi voglia una curva riferita al fuoco^ in 

ydx 
cui la fottangexxc £a coftante; farà ^ — —a-y dunque 

^— j g^ 
iids — -i e prdb per centro U predetto fuoco ae- 
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fcritto il circolo del raggio = gy e chiamato V arco 

*•• *¥• t y d z '^ à % 
r=5&5 lappiamo cHcre rfx=:.i , e perciò ^ = 

5- -i ; dunque farà ^ z = i , ed itite?rando a* 

y yy . 

M. A 

vremo A — as = — ; che è 1* equazione della /bìrale 

iperbolica. La curva debba avere la funnormale co- 
ftante farà ^! — —zzia^ cioè y dyz=iad'^:zzjà^% > e 

dyzrzdzy c perciò j r=if-h25, che appartiene allk 
fpirale di Archimede . Nella curva fì voglia la norma- 

iy A T 

le collante; farà ^ — zzza: hi primo luogo oflervio^ che 

d X 

pofta y coftantè ed eguale ad a, tal fuppofizione fod- 
disfà all' equazione; dunque il circolo del raggio =^ 
è una delle curve cercate ; inoltre dalP equazione xU 

CSL^^o yydx^^yydy^izza a dx^i dunque ^ ^ ^ 

^aa^yy 

-rzdx'zz.'i- ; dunque ^ — =/^g;e cornee- 

a a y 
che / _ : — è un arco di circolo del raggio =s<r, 

y/f^^—yy 
e dei feno =r j ; dunque P arco % eguale aC ^ ^^ 

^ a a - — y y 
avendo il raggio = n , avrà il feno eguale ad y . Per 
coftruire quefta curva col raggio F Azrza fi deferiva 
il circolo ( Fi£. Ò3. ) e fi pitrtdiBi P afco AE^::z%'\\ 
di cui feno fia El; fi congiunga F£) ip. cui tagliata 
FD!=:£I = v U punto D laià^oiiii curva ncerc^Ui 

: la 
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la quale riferita al fuoco F avrà la normale coftante* 
ic fi voglia r equazione algebraica di qucfta curva 
confiderata alla caxtefianaj fi tiri £>£ normale inF^, 
fi chiami Fi!=:*mj LDzizny farà FD=: I Ez=: 



^mm-^ nyi : ma F D:FE: LD: I E ^ dunque FD 

zizl E zziy/tH m^nnia:: n: y^mnt'-^nn ^ e perciò 
mm^nnzzian^ cioè an — :»if = i««, la quale equa- 
zione efprimeil circolo defcritto fopra il diametro F£; 
ed in fatti fé fi deferiva quefto circolo FDJ! H, e fi 
conduca G F H perpendicolare ad F D ^ e dal punto D 
pel centro K del circolo defcritto fi conduca DKH^ 
che concona con G F in H pofto nella circonferen- 
za, farà D H la normale ricercata colante ed eguale 
ad FB: dunque oltre il circolo riferito al centro il fo- 
le» circolo riferito al fuoco pofto nella circonferenza 
à la normale coftante / Ognun vede che per hfolvere 
i Problemi di quefta natura fia cofa necclTaria faperc 
la maniera^ con cui fi poffa far paflaggio dall' equa- 
zione differenziale air equazione in termini finiti > il che 
farà r oggetto dei Capìtoli feg^uenti. 

IV. La Geometrica degli infinltefimi ferve alle 
volte mirabilmente per rifblvere con facilità ed ele- 
ganza alcuni di queft.i problemi, i quali^camminandoper 
Te ftrade ordinarie , richiederebbero operazioni ardue 
e proIilTe da ftancare la pazienza degli Analifti • Si ve- 
da ciò ncll* cfempio che ficgue • Nel angolo MAH 
( Fig^6^ ) fi. voglia defcrivere una curva tale , che con- 
dotta da quallìvoglia punto di eflu curva la tangente^ 
fia la porzione di qaefta, eomprelk fra i lati A M^AH 
dell' angola, eguale ad una coftante» Quefto Proble- 
ma riefce molto fcabrofo fé vogliali rifjlverc col me- 
t >do fopra cfpoilo ; al contrario la geometria degli in* 
finitefimi ci apre uà modo aifai facile di coftruire la. 

CUIr 
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curva ricercata ; La retta coftante fia B C , la quale 
dovendo cITcrc tangente farà in efla un punto di cur* 
^a, ; alla B C infinitamente vicina tì tiri L O eguale 
a B C ; dovendo eflere firailmente L O tangente farà 
in ciTa un punto di curva ) i quali punti dovendo e& 
fere infinitamente vicini , perchè le due tangenti non 
differifcono di pofizione; quindi quefli punti di cur* 
va faranno infinitamente vicini al punto X dove le due 
tangenti fi fegano , e perciò determinato il punto X 
farà determinato un punto di curva. Centro X fi de* 
fcrivana gU archetti È Py O Q^ faranno quefti come 
jB X : X j^; ma la ragione di B P : QO fi può fcio- 
gliere nelle tre componenti BP: PM\FM: QCy ^Ci 
QJ) ; dunque ancora B X : X jD^farà comporta da qu e- 
fte tre ragioni . La ragione poi di B P: P Af è eguale 
alla ragione di AR: R B ( condotta A R normale a 
BC ) perchè i triangoli MPB^ BRA rettangoli fo- 
TìB fimili per adequazione ; la ragione di MP: QJ^ e 
di eguaglianza, perchè BC è eguale ad MÓy ed in* 
oltre BX = PX,XO ad X^- perchè tali rette non 
differifcono fé non fé per una quantità infinitefima del 
fecondo ordine ; finalmente la ragione di C Qj^ QJ) 
è eguale alla ragione di CR:RA; ma le tre ragioni 
A R : -R B , di eguaglianza , e diC R:AR compongono 
la ragione di R CKB; dunque B X:X i^X C:: B K: K C, 
e componendo BC: B X: :BC: RC ; dunque BX zzz 
K C; onde fé in tutte le pofizionidi B C dentro T an- 
golo M^N)in maniera però che le edremità B^c C 
fieno ne lati dell' angolo, le quali pofizioni fono in- 
finite, fi calino dall'angolo A in B C altrettante nor* 
mali , e fi taglino le B X eguali alle rifpettive R C, 
i punti X daranno la curva cercata. L' equazione di 
quefta curva è facile a dedurfi dalla corruzione; fi ve* 
da il Capo 13. del Lib. j. Tom. i. La difficoltà pria* 

ci- 
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pi, che fieguono 



CAPO ▼. 

Ili cui effonefi come adoperando le volgari ^peraziofti 

élgebraicbe ottengajì alle volte V integratone 

ielle equatitoni differenztiali 

di primo grado . 

FRa i metodi, con cui gli Analifti tentano V in- 
tegrazione delle equazioni differenziali, merita- 
no particolare confìderazione quello 5 che è fondato 
nella feparazione delle indeterminate, e quello per 
cui cercafi un fattore, che renda T equazioni integra- 
bili • Prima di efporre V andamento di quefti metodi 
faremo vedere nel prefente Capitolo come alle volte 
colle volgari operazioni dell' Algoritmo , e coi foliti 
artifici d%ÌV Algebra fi giunge a determinare gì* inte- 
grali delle equazioni differenziali • Quefli metodi fo- 
no tutti egualmente imperfetti, elTendo pochi i cafì 
per cui vi fieno regole generali . L* Analifla à qui tut- 
to il campo di far prova della fiia abilità , ficcome del* 
la fua pazienza e fortuna , perchè in fimili ricerche 
fi cammina per Io più , come €ì fuol volgarmente di- 
re ) a taftone • Noi coerentemente al fine propofloct 
esporremo quello Che più fi confà per la migliore in* 
ftruzione dei giovani , è ci guarderemo dall' addurre 
farraggini di regole e di precetti, atte più a intor)7Ì- 
dire e confondere , che a rifveghare > ed erudire V in- 
telletto dei principianti. 
Tom. IL Z Ih 
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IL Sia da intcgrarfi V equzzìone y d >e r=z ^ d x^ 
PC dy ; q^uefta equazione , come giace , non fi può in^ 
te^rare ; ma fé fi trafporti il termine x dy , onde fia 



xìone , eflcndo il di lei integrale jx = \r* A\\a 



2 



«uantità coftante A deefi (émpre a^mngcrc paflàndo 
dal differenziale ali* integrale , altrimenti quefto kom^ 
farebbe completa, come è facile ad intenderli. Se 1* 
eqiuzione propofta fja jk/ x = x <f x 4- ^ ^ J ) "oii t)a- 
fia jer ottenere P integrazione trasportare il termine 
xdy\ e {ciìrctc y d X - xdy = X dx ^ perchè la pri- 
ma parte di quefta equazione non è integrabile;, nu 
(e V equazione, dividafi per x x diviene efla integra- 
bile cffendo—^=/xH- >f T integrale deU* equa^ 

X 

alone diffèren»iale J'^^— ^^-^ = iff ,- il logaritmo fi 

k prefb nel fiftema, che à per fottan|entc P' unità* 
IIL L' eqiiazione differenziale da integrarfi fiala. 

zxdy — 1 y d X _r • • r k 

feguente — :>■ =: dz, in. cui x, lupponelS 

X— J 

data in qualunque maniera per la fola y ^^ la fola. ^«^ 
Si aggiungano nel numeratore i quattro feguentì ter- 
mini che fe elidono^ cioè xd xt-^d x-^y dj-^ydy^ 
onde fia. 
X d x^x dy —ydx — y dy .~y dx-^^x dy-^ dX'+ydf 

■ a- / 

Xidxi;. il' pumo membico^ di qjicfia. equazione è cffx^ 
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pollo 9C—y=:f'ì X4-J— f ) farà i— 2 — ^= </g, 

ed integrando aTfemo J^-rz^^A^ cioè :ìì = 

a4-^. Sia ^ueft' altra equazione da integrare x x // >c 
^xjdy+yydx:=dzf^z fia data unicamente .per 
x; moltiplico in primo luogo per x, onde fia,x3,^ x 

*4- X* j dy -i-j* xd xzzix d z ^ cioè x // x . x x •+- j jr 
^y dy .xx-=.^d% . La prima parte dell* equazione 
certamente non è integrabile; ma rcndefi integrabile 
(éydy fi moltiplichi ancora per jfjr ;. pertanto ali* 
una, e all' altra parte delP equazione fi aggiunga-. 

y^dyy onde fi cangi quefta in xdx^jdj.xx -hjf y 
::=ixdz^y^dy^ la quale à per integrale 



KX^y y 



4 

=:/x !<»+—. Vogliafi r integrazione dell' cquar 

4 
tione xxdy + zxydy*-{^yydyz=:aadx ; aggiun- 
gafi ^11* una e air altra parte il termine m a dy^ onde 
fia X X d y^z x y d y-^y y d y ^ a a dy:=:aa^ dx^+Jy^ 

H U • d X— 4— // Y 

dunque ij= ; > e pofto x-i-j=», fatà"^ 

,?,=:_11Ì*-., ondej=/-lli^4-^, cioè fa- 

xà j eguale ad un arco circolare del raggio eguale ad 

Za 4i del- 
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0^ della tangente eguale ad m h- jf , più o meno una 
coftante ; laonde fé nel predetto circolo prendafi uà 
arco eguale ^d j più o meno una coftante , e dalla^ 
tangente dì queft' arco fi tolga la j , farà il rcfiduo €• 
guaie alla x corrifpondente . 

IV. Sia r equazione difFereniialc a x^hy .d)C 

\j^c X'+'Cj.dyz=iO da integrarli . Fingo P integrale^ 

di quefta equazione eguale zdx^Aj . x-^By zrz Mi 

M è una coftante ^ m^ n^ A ^ U fono quantità da de« 

terminarii • Paifando dai numeri ai logaritmi , e difFe- 

. , r * dx-k-Ady , dx+Bdy 

renziando farà m . —^ + m . ^, == o , 

x-f-ifj x-hJBjf 

e ridotte quefte frazioni alla ftefla denominazione JS 
avrà la feguente equr^zione (imile alla propofta^ cioi 

pi'^n.X'^nih^nA.y.dx^ 



mA -f-nB. X +m-h» . -4Bjr . ^7 = ^ ; f^tto per* 
tanto il paragone dei termini corrìfpondenti fi trove* 
ranno le feguenti equazioni I. iw-j-n =r/af, II, i» S-H 

n A tub i llLmA^nBzziCy IV. i»4-» .AB=ze. Col 
mezzo di quefte quattro equazioni fi devono determi* 
Ilare le quantità ^^ By my »; pertanto divifa la quat* 

Ca per la prima fi avrà la V. ABziz — ; aggiunta la 

fecónda e la terza farà a . A^B-zz ^ + e , onde a« 
vrcmo la VI. -4+ 5 = -III.; alzando quefta al qua* 



A 



drato anemo if^ + aif £+££=: . ^efottra^ 

sa 



€B* 



eodo da qaefta la quinta moltiplicata per 4, «d ef- 



\/i:zt 



mmmm 



tratta la radice avremo la VIL A—B — i If ; 

\ a ti a 

paragonando finalmente la fefta 5 e la fettima equa^ 



siooc fi troverà Azz. 



_fc4-r4- \/'h 



-f-c — 4^ e 



^^ 



B=: 



i' -+- r — V^ 4- ^ — 4 tf tf 
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determinati i coefficienti A ^B h cofa facile col mez« 

zo delie due prime equazioni determinare gii efpo* 

\ f. Aa—h h — Bit 

nenti m^n\ ntrovandofi m = , n = --; — -^ ; 

A—&^ A — ji 

onde farà determinata ancora V equazione x-^Ay • 



^-4- JBj =Jlf j che farà T integrale della propofta e- 
quazione differenziale. Quefto metodo fi può appli- 
care a tutte le equazioni della feguente forma 



&c* &c. &c. 

Alle volte fi infinuano quantità immaginarie ; il che 
non indica , che fia aifolutamente impoffibile V inte* 
{razione delle equazioni diflferenziali ; ma fol tanto » 

che non fi pofla eflà ottenere eoo tal metodo» 



CA' 
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Si tenta r integrazione dtlle Equazioni differenziafi 
di frimo grado colla Jeparazione delle 

indeterminate . 

I. •^Gniqaalvolta 1* equazione differenziale ài pri- 
V^ mo grado ammetta la feparazione delle due 
variabili) fi riduce alla forma 9 che fegue cioè Tdy=:z 
Xdx^ in cui Tdy ò lì differenziale di una funzione 
della j , ficcome X ^ x lo è di una funzione della x; 
onde integrando V uno , e 1' altro membro per le co- 
fe <Jefte nel libro precedente , fi avrà ST dy-=.SXdpc 
^ A y e perciò farà data in termini finiti la relazio- 
ne fra le variabili x, ed j ; la quale farà algebraica> 
fé ambedue i membri della equazione STdy ^SXdx 
fieno algebraici; farà trafcendente^ fé un membro fia 
algebraico, e V altro trafcendente , ovvero fé ambe- 
due faranno trafcendenti ed incomparabili • 

IL Si difle nel Capo precedente effere pochi quei 
cafi, in cui V equazioni differenziali di primo grado 
ammettono la feparazione delle indeterminate , in con- 
fronto di quelli, che non V ammettono. Tra le pri- 
me fi annoverano V equazioni dette omogenee > in cui 
la fomma degli efponenti delle variabili in ciafcun ter- 
mine è coftante ... Sia dunque P d x=: Qdy ; " P , i^ 

fono due funzioni omogenee di x > jf ; onde — farà 

ttna funzìoae omogenea fenza alcuna dimenfione 1 la 
quale pofta jmifx fi trafmuta in una funzione data 
per la fola «, la quale funzione fi chiami ^, Utkdy 
:=.Vdxi ma abbiamo yznux^ onde dyzzixdu-^ 
udxi perciò foftitj^endo quello valore in luogo di dj 

farà 
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iaxà xdu^udiCrnFdx ; e perciò — =— JL^ o» 
fluaziorre in cui le variabili fono feparate > ed il di 

111 r du j^ n 

cui integrale t l x =/ t^ — • per mezzo di quefla e* 

tfaazione fi conosce la relazione fra x edu^ed in eon^ 
leguenza farà nota ancora la relazione fra x ^ ed j 1 
giacche abbiamo jf=iirxr 

III. Sia propofta I* equazione diiftrenzrale dx^ 

^x-^by = dy . ex^ey; per feparare rn quefta le^^ 
indeterminate pongo yzrzuxy farà pertanto ud x^ 

xdtizz^dx. -^ — ^:=dx ; onde — = 

cx^^y c-ircu . x 

dtt. e ir — — -h 



du .c-^- e u \^ 2, 



B^bu — cw— e u u^ é-^ b- — c^u — *c uu 
'e b- 

J' f 

^ ^ j oade integrando farà 



a ^ b — e . u — e u u 

. b + c d» 

/x=— .— ./: ■—:— . 

* a.^ h — e.» — eu u 

9^ lì/a -fe- b — c .u — euu^ Jt. ta formol'a affctt» 
ilal iegno fommatorio generalmente parlando dipende 
dalla: qtiadratura del circolo e deli* iperbola ,. come fi 
k dimoftrato neF Capo 8. del' primo libra. 

IV. Quefto metodo di fepaxare P indeterminate-/ 
nelle equazioni omogenee è* univerfale 3 ne viene aU 
terato dJàlle quantità radicali \ 0^ txa^cudcnti ^ pur^ 

" " che. 
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thè queftc cofttcngano funzioni della ^i C della jff 
che non abbiano oinaenlioDA alcuna > come laxebbt^ 

f}i:!Ll^tJLl^ fJ' : ^, r arco che à per fcno 



X 



2 , Cof: — • Sia r equazione differenzialo 



9Cély^yJx=:dx y^xx+jj ) farà — 



y + ^xx-^yy ^^^ft, j,_,,^ Carh udx-h^du^ 



u -^^ i^uu. dx , da cui cavafi — =: 



dx du 



^ ^ l -f- UH 



«4-\/i-+-tt« du / udu j^f^V 

=: — ■■ ' . -~=:/^ — ■ -t"«* 1 • 

( n -f. y^ I -r-««) ; onde integran do farà lx=:l A + 
/ u^y/ i-^uu ; cioè x=-^,«4-^i-t-«« = 



ii, JL -j-t/i-f. 2JL; da cui ricavafi xx:=iAA^ 

X XX 

zAyy equazione alla Parabola. Sia V equazione jrfx 
;srx d y IX, \^:LL,ÙLtìidy=: ■- i 

^ X iÙLl::ì:21 • 

fi pcmgij = i/x, avremo udx^xdu^^, 



l ^ i^uu 






onde — = — ■ - — % dove abbiamo la ricerca* 
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ta feparaiione . Alcune equazioni benché non , fieno 
omogenee ^ pedono nondimeno ridurfi a tali con qual- 
che foftiluiione ; fia per efempio d z-^z zdx = ., 

ponga/] * = — ) foftituendo fi avrà V equazione o- 

mogencz X pcdyz=zd x(^x X — f^yyd* C^ando V e* 
quazioni non omogenee poiTono ridurfi ad eflere tali 
per lo più CIÒ fi ottiene, ponendo x rz:»**, j mz" , 
perchè foftituendo facilmente fi vede, quali determi- 
nazioni fi debbono dare agli efponenti m^ n^ per ot- 
tenere ciò , che fi defidet'a . 

V. Sia r equazione^ differenziale generale del pri- 
mo ordine , in cui fi vogliono le variabili feparatc ; 

tale equazione coslefprimefi /i-f-b x-f-^j.rfx = 

e^fx^gj . d^i pongafi a-^-h x^cy=:% , t^fx^gy 
= «5 avremo %d xz=iudy ; inoltre farà. 

t^F — cu — fi R^c e b u — •a&/+ af — b t 

b g — cf b g — ^/ , 

dunque d x: dyz=zg dt-^cdu: i rf//-^/^*; ma abbiamo 
d x: dy: : u: %\ dunque farà gz»d % — czduzziL hurdu 

— fud% , e gZi-^fu .dzrz=: bu-^cz, . d u . Quella «P^ 
tima equazione è omogenea^ di cui abbiamo parlato 
nel numero g. Quando per altro fia bgz=: e f,a,llor%^. 
divenendo bg — cfz=:o^ fi introducono quantità in- 
finite , che fendono inutile il metodo ; in tal cafo dee*» 

fi avvertire , che dovendo eflere /=— ,farà fx^gy 

e \ 

=: ^ x+gy:=-^ . bx^cy , e pofta ^= «, Ve* ' 



f » 



quazìone verrà efpreA così iix-^b )f-^ty - ^^: 
tm, li. A a e dy 
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t dy+ n .b x^cy . dy; onde pofto t^+ r^r=:*> 

farà adx-^^tàdxzizedy^nZidyy ma abbiamo 

dz: — bdx j. . , 

jy = — — — ;duft€pieiiifx-^»rfx = r-i-»;6 . 

V 

1/1& — b d X 



> e perciò a c^€ xt^eb^ H bzt^d 



^H-lf 25 



€^n% .dz\QfidLtdx= -> i— -^ — >.dx^^ €• 

c-fc-/i/?.z»-f-e b -^ a e 
quazione , in cui abbiamo le incognite feparate . L* e- 

?|uazioni differenziali del primo ordine y ma di grado 
uperiore^ cioè in cui le variabili afcendono a poceftà 
fuperiori non ammettono feparazione delle indetermi« 
nate Te non in pochiilimi cafi ) onde non meritano di 
cffere qui confiderate . 

VI, L' equazione differenziale rfj+Pji/xmiJ^x-, 
in cui P j Q^(ono funzioni qualunque di x, ammette 
fempre la feparazione delle indeterminate • Pongali 

^Pdxzzz — , onde fia/Pi/x=:— /a&;e x^-zzc *; 
fingali inoltre jr= 2S«; onde (ia dy =: z du^u dx-nz 



Z X* 



ma --Pi^x= -?j dunque rf«=J^»-Ìl=:/^ "^QJ^y 

ed integrando u=:fc Qji x ; e finalmente 

jr = ^ . /^ ^ Qjl x+A. Quando prendefi ìsuà 
fomma dì Pdx non occorre aggiungere collante alcu* 
na) perchè qualunque eifa fiali» la formola ^ che efpri- 
me la j è fempre la ftelfa . Se abbiali da trattare V e« 
quazione dyJ^Pjdx:=z Qj""^^ dx^ A ridurrà que* 

ila 
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(g facilmente alU forma della precedente col porre 
Az=z ^ y imperciocché avremo ~ = , onde^ 

yn j nz ^ 

divifaT equazione per j , e foftitucndo fi avrà— — H-t 

Q i X 
Péix=z^^ — 1 offia dz-^n P zd xzz, — n Od x . 
z 

VII. Tutti i trinomii , che contendono fole potè- 

ftà della x y e della y fi riducono al fcguente ax'^dx 



by^x^d xziidyy perchè il trinomio generale delle 
poteftà dix, cdjf tcx'y dx-^e x y dxzzzx y dy ; 
dividendo per x , edj , diviene elfo ex dx^ex 
j^'^d X = y dyi facciafi jf "" dyzzidz^ onde fia 



J 



= »; fi avrà j"-^ = /—r 4-1 ^^"'^S 

*-^ i u — r 

Penjafi f—r+i = — , f^r + i ^ ^ ' 

£ zziti ^ f — r=:»f, X — t-zzn fatte le foftituzioni nel 
trinomio generale , prenderà effe la forma , che fi vo- 
leva provare . Intorno a cui benché abbiano mol- 
to travagliato gli Analifti, ciò non cftante non fo- 
no giunti a fepararvi le indeterminate j fé non nel ca- 
io , in cui fia ^ := I , in qualche cafo , in cui con^ 
una conveniente foftituxione fi può rendere omogeno, 
e finalmente in alcuni cafi, in cui fia q =tr onde il 
trinomio prenda la forma a x'^d x-^byx" d xz=idy^ 
che fuol venire allora fotto il^iome di formola Ric- 
cattiana . La feparazione nel primo cafo , ottienfi pel 
aumero precedente ; nel fecondo vagliono iecofedet- 

Aae te 
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Ce al num. 4 ; ttfta dunque fol tanta a determinare £ 
cafi delia feparazione per la formola Riccatiana ; la. 

quale pofto b x" d x z=i dz, d^ onde bx'''^^z:zn^^ * f& % 
e fatte le debite foftituzioni fi trafniuta io un trino- 
mio di quefta forma (-4) ^j-hjjf^;P = r»^j/z .Pon» 

gafi ora j= —5 x»^'^\z=:t^ fatte le foflituzioni farà 

(B) dr^rrdt::zft^'^^dt; fc poi pongali j == -^ 

i^ JL ^ ed z = — efcguitc le convenienti foftituzio^ 

ni avremo (C) dr^rrdtzzzcff'^dty i trinomii 
JB,C fono della ftefla fb^ma del trinomio \if . Ciò po- 
llo cos^ la difcorra: fé (ia /^nro fi feparano fubitole 
indeterminate nel trinomio dy +yy d^z=:c z^dz; 
dunque fi (eparano ancora nel trinomio (C) in caiP 
efponente di > farà •—4; pofto dunque nel trinomio 
{A) p = — 4, avremo la fcparazrone delie indeterminate, 
giacché il trinomio C è della ftefla forma dei trinomio 
A ; dunque fi avrà efla ancora nel trinomra( B) di* 

venendo V efponente di t = 31^ > e perciò quaado 

fia nel trinomio (A)f zz ZZl fi otterrà la feparàzlo- 

ne delle indeterminate) giacché il trinomio B è fimì- 
le al trinomio A; dunque fi fepareranno ancora nel 

trinomio ( C) dividendo V efponente dì # = , e 

perciò nel trinomia ^A) fi otcecrà la feparazioQC del^ 

le indeteritimate ^ quando ta fzz IH- ; e coA di ma» 

i 

9^ 
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Ho in mano raziocinando e facendo ufo alterna ti m a« 
m^ntc dei due trinoinii (B)>(C)fi proverà che ^«V 
trinomio (^A) faranno le indeterminate feparabiii a. 

eni qual volta S^ fzn ^^ - « g denota un numero 

intiero e pofitivo . L' equazioni , oltre i' efpofte ^ che 
ammettono la feparazione delle indeterminate fona 
afiai particolari ed in confeguenza comecché dì poco 
ufo) non (i pongono in queftì elementi . ^ 

yiIL Le equazioni del prefente numero non (t ad* 
ducono già perchè per fé fteflfer meritino particolare 
attenzione^ ma (bltanto per fare conolcere ai Giovani, 
come (i deono efli indnftriare per rintracciare nei bi« 
fognile opportune fofiituzioni • Sia 

^ ' . = rf *, in cui fi fiippone % da- 

ta unicamente per y ; eflendo il numeratore integra- 
bile, fi faccia zjaj^xdy^y d ^z:zaduy ondc^ 

integrando farà Jj •+• x j =: /in , ed x = ^ 5 

onde fatte le debite {bftituzioni P equazione propo(!a 
fi cangierà nella fegucnte ■ z=id%^^ 

a u — 7 7 
ed ^^ — = i/i&y dunque jf/f» — aa» rzjif» j queffa 



toltima equazione fi prepari cosi u. =:/;&. 

FftQciafi — = — j iarà / data per j > e P equazio- 



se 



ipo 
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d u d s 

ne 'diverrà ». — —• — z± d si ; pongtfi fintlmcnto 

tu ^=?: — % ed integrando farà lu — //=:/^ion- 

u s t 

de ^ = #3 ed uz=Lst\ fatte pertanto le foftituzioni 

di , r^ 1 dz ^dt» , 

fi avrà st. — ^zzdz^^ oflia dtz=: — > e t= j — .Il 

t ^ . ^ 

metodo adoperato in queft* efempio fi chiama della-. 
dimidiata fefarazionc , il quale refo familiare apporta 
utilità fomma.Sia propofta Tcquazione ^Jldy=.jjidx 

^xxdx ; facciali j = ^ , foftituendo fari aqqpdp 

d 

^^Pt 9dq:=iffqqd x^a axxd x; fuppongafi ei^ 
fcrp aqqfdp = qqpfdxy farà t^ —dx^t alf 
:rzxy prefa la futtangentc della logiftica egaale ad ij 



X 



dunque farà fz=ie^^ onde foftituendo quefto valoro 



%x 



dì f ncIP equazione data per f ,f ,x, avremo e^ 

il X X d X 

qdq = axxdx y C perciò =qdqy t 



.X X d X 

e 



2 X 



Zdf^LlzJL izzqq-\-A; equazione in cui fono V in- 



cognite feparate . Sia l'equazione ^a^x^d X4-4 a^bxdx 
^^ aby xdx-^ittv^ydx-^bbyjdx — ab^dyzzo. 

JFacciafi la foftituzione yzz.Ax-^z-^G y farà dy =3= 

Adx 



jf dx^d^ùy tdyy=:AAxx^lAzx^zz^ 
z AG x^iG z-^GG; elinùnaado pertanto Vy, ed 
il dy dall' equazione propofta avremo 

( ^a a-^-^ahA + bbAA) xxdx+ (^ank^ 
j^abG + 2abb A +ibbAG)xdx^{zabbG 
bbGG — ab^A) d x+ (j{ab^ i b b A}, z xd m 
(za bb'+'Zb b G ) .zdx^bbzzdx — db^dzzizo • 



Se io determino il valore di Aìn raantera» che il pri- 

2 d 
mo termÌRe fiz ^ o y ritrovo Azn — — -, dal che ne 

Tiene, che fvanifca ancora il fecondo termine, ed il 
quarto . Per togliere poi il quinto termine ritrovo 
G zrz — a y e foftituiti i valori di -rf, e di G nel terzo 
termine , diviene- eflb a abb d x ; onde dividendo per 
b by rimarrà 1' equazione a ad x-f-z» z» d x — a bdzziu^y 

oflia dxz=i — -_— . , equazione colle incognite fc* 

a a^zz 

parate. Quefti due efempi fanno vedere , che intrp* 

ducendo nella foftituzione varie iadeterminate > ti pof* 

fono quefte alle volte determinare in maniera^ che/ 

fvaaifcano i termini impedienti la feparazionc • 



QA. 
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CAPO VII. 

In CUI fi Unta V integrazione delle Equazianì dijfe^ 
renziali di primo 'grado col mizsLo Àei 

moltì^Hcsiori • 

I. •^Uefto metodo in riguardo alle equazioni cft^^ 
V^^trattiamo fi eftende poco più oltre il metodo 
^^^^del Capo precedente ; ma per altro abbiamo 
il vantaggio di poterlo adoperare nelle equazioni dif- 
ferenziali di qualunque grado , e che contengono an- 
cora qualunque numero di variabili • Prima d' ogni al- 
tra cofa conviene ben comprendere il fignificato di 

quefte cfpreffioni ( •^— ^ > ( Vpofto M funzione 

delle variabili k ^ ed j « La prima j cioè ( -- — ] /T* 

Enifica) che fi dee difFerenziàxe M Aipponendo variabi« 
K la fola X 9 e non già la j , e che tale differenza^ 

poi fi dee dividere per ^x; l'altra efpreffione f ~- 1 

vuol dire, che fi dee differenziare M fupponcndo flu- 
ente la fola j , e collante la x , e che quefta diffe- 

renza dividere fi dee per dy : cosi fé fia M iny^x x-+-j j , 
farà ( — \- _^ .e/'^V ^ 

L* efprcifione poi f ^ fignifica , che la quantità 

f -- — \ * fiata di nuovo differenziata fupponendo 



va' 
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variabile U fola y , e divifa per dj^ e f - — ■— ) ^^"^ 

giiifica 5 die (-7— ) è ftata di nuovo .differenziata^ 

fupponendo variabile la fola x, e dìvifa per rfx. 

IL Tre principii conviene qui ammettere come 
ficuri , comecché fondati nella natura del Calcolo 
differenziale • I. Se (ia data una funzione qualunque 
V per le variabili x , jy , z» &c. e fé fi diffenzi I^ 
fupponendo la fola x variabile, onde fia dV=zM d s^ 
e poi fupponendo variabile la fola y , onde fia-# 
d y=iH dy , indi fupponendo fluire la fola » , onde fia 
dV=:Vd% , farà la differenza della funzione V 
facendo variare tutto dFz^Mdx-^Hdy + Pdz 
&c. IL Se in una funzione differenziale dotata^ 
del fuo integrale , fi tolgano tutti i termini che con- 
tengono dy , quello che refterà farà il differenziale 
deir integrale uipponendo variabile la fola x e vice- 
verfa . Qui abbiamo fuppofto la formola data per le fole 
variabili x^y; fé follerò più variabili, tolti i termi- 
ni 5 che contengono il differenziale di una , quello che 
rimarrà farà il differenziale dell' integrale fupponendo 
fluire P altre variabili . III. Egli è cofa indubitata 1 
che pofla M funzione di x 5 e di j fé fi differenzi! 
M fupponendo variabile foltanto la x, onde abbiali 

f -j — j ; e fé in feguito fi differenzii f j fuppo- 
nendo variabile foltanto la y 5 onde fia { ^ è 

\dyd X / 
cofa indubitata dico che quefla ultima quantità fia-* 
eguale a quella , che nafce differenziando M fuppo- 
nendo variabile la fela y , onde fia ( — — V e fé di 
fiw. II. , Bb nuo* 
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nuovo fi dìffetcmìi f j[ fuppoMndo varubile la 

fola X j, onde fia ( - — ^ ) ; laonde a.vrà. fèmprc luor 

\dxdy/ 



^ / ddM \ A ifdM\ , . 

gQ queita. equazione f -; — — - j = ( -; — .7— ) ; ed la 

\dy d X / \d X d y /' 

fatti pofto. M r= y'x x-+.j j , onde fia ( -j — \ = 

xr >. . dd^M XX - ., 

. 3 fari -;j-j— =L ^^^- — j ; fimiU 

-. ddM X y ^ ^tk 

mente d trova. = — -^ — p. Queffa ve- 

dxdy 1- 

riti vale pet tutte le- formole contenenti ancora iota-- 
materie ^ e fari da noi dimoftrata nel libro feguente > 
dove efporrema il Calcolo- delle Variazioni... 

XIL Quando la quantità M fia funzione algebra!- 
ca. di X, e jf , ovvero fé contiene fòmmatorie, fia J^ 

X feparata. dalla, y , come farebbe yf^ — ^ > farà faci*- 

X. 

le differenziare Af. prima in fuppofiziohe d? x- fluente^ 
ed in feguito di ^^ e viceverfa • Ma quaada il fegno 
fommatoria racchiude neceflàriamente ambedue le va- 
riabili non fi sa colle regole ordinarie trovare tali dif- 
ferenze ; come fuccederebbe fé io. voleflS. difFèrenziarc: 

dlx 
f ■ ' ' — y fupponendo. variabile la fola, y . Per rih-- 

y^xx-iryr 

tracciare adunque it metoda di determinare quefte diu 
ferenzei ù^fPdx tale che non fi poffa attualmente 
integrare 2 ne fi pofla feparareia P la x dalla j.Fin^ 
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jo Z-=.fT iy^T ^ T è una coftante la quale dee 
contenere anche la y , che aui fupponeii coftante, al- 
trimenti r integrale Z non larebbe completo ; fingali 

cflcndovi in r la X ; Inoltre ( —— ^ z= P j e perciò 

)=: — ; Ma pel numero precedente abbiamo 

dydxj dj 

ddZ ddZ , cwf^^\ f^^\ A 

= ; dunque farà ( - — )rz{ — - ) , za 

.dydx dxdy ^ / \dx ) \dy J' 

in confeguenza d y=i d x,f -- — j 5 onde V =fd x • 

que la quantità F fi ritrova differenziando i' in fuppo* 
fizione della fola y variabile 5 e dividendo tal ditFc- 
renziale per dy ^ t moltiplicando per rf x , ed in^ 
fegui.to intej^ando in fuppofizione che fluifca la fola 
X : quefto integrale offia la V moltiplicata per dr^ 
farà il diiFerenziale ricercato di fP d x in fuppofizio- 
ne dalla fola y fluente h. 

IV, Sia ora una formola <lifFerenziale Mdx +N dy ; 

in cui fi verifichi quefta condizione f \z= ( ^ , 

io dico 3 che il fuo integrale ì/Mdx-^T-^Tc una quan- 
tità data per la folajr,che infegneremo determinare, (av- 
vertafi , che nelle fommatorie fi fuppone fluente foltanto 
la variabile della differenza . Dimoflro : fi differenzi la 

Bb 2 for« 
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fbrmola integrale, fupponendo prima variabile la fola fty 
aafcerà Mdx;fi djffereDzl inoltre fupponendo varia- 
bile la j , nafcerà dyf^--^\ dx+dr,pe\ nume- 

: , rdM:\ /dK \ 

ro terzo; ma è ^_J = ^-_^; e perciò 

/ f .- — j . d x=:N+Z , la qua! Z deve effere data per 

la fola y fupponendofi in queda integrazione y colan- 
te; dunque il differenziale completo del noftro integra- 
le farà M dx^K dy^ZdT^T, e fatta -/Z dyd=T 
farà il predetto differenziale M rf xH-N^j, che è ap- 
punto la forinola propofta. Dunquie per determinare 
r integrale della noftra formola differenziale altro notr 
rimane , che determinare la. T da aggiungere nei cafi 
particolari a fM ix ; il che cosi fi ottiene ; fi diffe- 
renzi fM à X in fuppofizione di x finente foltanto ; 
tf poi fi differenzi la fleffa /M d x in llippofizione dcU 
la. fola y variabile ; quefti differenziali fi fottraggano 
dalla formala propofta , ed il refìduo farà = // 1 j e 
perciò la fommatoria del refiduo (ara =r. Come fi 
è dimoftrato che l'integrale della noftra formola Mi/ x 
•+-Ni/j è fM d X più una funzione di y\ così fi dimo- 
ftra^ che. T integrale della ftefla formola t /N<ij più 
una funzione di x da determinarfi nei cafi particola-, 
ri come abbiamo infegnato determinarfi la funzione di 
;^ ; onde potremo fciegUere dei due integrali , quello 
che torna più comodo. Venga la teoria lUuftrata co-» 
gli efempii che féguono. Sia la formola ydx^xdy 
^ cLdy ; in cui abbiamo M = j j N zrz x — a 3 onde 

/dM\ ^dK ..dM dK .„ 

( — - ) = I y e -_.= I,. e perciò — - =-_ . L* 

\ dy / dx dy dx 

iotegriile adunq[ue di tal formola farà /Mrfx+5^=:: 

3^ 
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^xaji loirraggo queno aincrcnziaic aaiia 
propofta, ed avrò — ^ ^ J ; onde farà — ^ y = 
perciò P integrale della noftra formola farà x 



^ x-f-ìT. Per determinare la T differenzio xj prima, 
in fuppofizione di x fluente, e por di j, ed avrò jà x 
xdy; fottraggo quefto differenziale dalla formola 

^ r, e 

Sia in fecoodo luogo la formola ^ ^~ ' ^ ^ 

yy 

in cui fi verifica che f — — J = ( -t — } > farà , fom^ 

M J «^ /£ KA 

nando i ) cioè — , fìipponendo variabile la fola 

dx X 

X 5 farà dico/ — =: — : di quefta fommatoria fi ritro^ 

y y 

vi la diff^erenza fupponendo una volta la fola x fluen- 
te ^ ^ i' ^Itra la fola j ^ farà la fomma di quefte dif- 

fcxenze ^ , e fottratta quefta fomma dalla 

d y 

formola propofta^ il refiduo.farà • ^ , il cui integrar 

le è — /j. V integrale adanquc della noftra formo* 
la è /j. Sia propofta in terzo luogo la formola 



f 



dxy/ xx^yy xdyy/xx^yy 

' -— ■ ) in CUI abbiamo 

yy y^ 

la condizione ^ che il differenziale di 2-— ^ ^LJL 

^ y y 

£upponeado fl*uente la fola y fia eguale al differenzia^ 
le di ~ ' ^ , — ^^ fuppofta la fola x fluente % injr 



per- 
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perciocché in ambedue i cafi ritrovafi tal differenzia* 
le =: ir^ ^ '''—_22^ . dunque il fuo integrale è 

dxy/xx-\-yy _^ y ^ p^. jgt^y^jngyg li Yfi diffe- 

renzii la predetta fommatoria una volta in fuppofizio- 
nc che fiuifca la fola x,ed un' altra in fuppoiìzione) 
che fia fluente la fola j j onde fia tal differenziale 

dxy/xx^yy Vjy- ^^f:^ ^ dxz=: 

y y yW"" -^y y ^ 



yy^ j* v^x x-h7 7 

^ //xVxx-^^j, _ £2jJU/iLiLJ:2JL , che èap. 

punto Ja forraola propofta; e perciò in <ju efto cafo 

abbiamo !r=o e V integrale completo =/ ; 

33 
qucfta formola efpr'n^e un arco di parabola il cui pa- 
rametro fia 2j; il quale arco è inoltre divifo pcrj; 
le X poi fono prefe nella tangente^ 

V. Dalle formole è facile il paflaggio alle equa- 
zioni ila da integrarfi V equazione differenziale 

M.ydx — xdy =zdx. xx-hjjf farà -^ ; i= 

xx+jj 

— ; il primo membro dell* equazione à la condizione 
a 
ricercata; onde pel numero precedente fi trova il fuo 

Àutegrale /--^ ruppooendo variabile U fola x il 
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fecondo membro dell' equazione umilmente è integra* 
bile eflendo / -^=i ^ i, code T integrale della 

noftra equazione è / * = — -L — • Per deicrive» 

re la curva y a cui catnpete quella equazione ( iuppon*» 
go per brevità A = o)f\ delinei centro C ( Fig..6$. ) 
e coir intervallo eguale ad a il circolo AB D ; di- 
poi fi conduca un qualunque raggio C E , il quale fi 
produca indefinitamente , e T arco A E Ci chiami x ; 
e dentro T angolo ACL fi metta. G Fnormale zC A 
ed eguale air Arco AEy farà G Flz tangente dell' arco 

C G.x 

. '^y prefa per feno tutto la CGi ma abbiamo an- 
zi 

Cora dair equazione integrata x eguale alla tangente 

y X 
dcir arco^— j prefii per feno tutto la jf ; dunque pò* 

Ita G F=:x y farà CG=zjy ed in conleguenza il pun- 
to F è nella Curva ricercata . 

VL Quefta metodo dr integrare le formolci e f> 
ec^uazionl difFerenziali non è di quella utilità , che i 
prima vifta potrebbe fembrare , perchè pochiflime fo- 
no quelle forraole , e quelle equazioni, in cui fi ritro- 

.-- ^ ^ dM d H ^ 

VX vtrifiiiatox che na — — = -- — ;^e quantunque uà* 

dy dpc 

fil dimoftrato eflère Tèmpre poifibile^. che una equazio- 
ne o formo la, che non à tal proprietaria pò ffa ave- 
re fé fi moltiplichi per una quantità data per x ed j/ 
ciò- noa ottante non è fiata ancora, ritrovata alcuna 
regola generale per determinare quefio moltiplicatore» 
il che le una volta riufcifle , farebbe il calcolo inte- 
grale per quefta parte ridotta alla fua perfezione . So«^ 

no 
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^o ftatì adnnquc coftrcttl gli Algebrifti a fcrmàrfi in 
alcuni cafi particolari > dei quali ora addurremo quei , 
■che meritano confiderazione . Ed in primo luogo ri- 
fletto, che fé una. formola Md x-i-Kdy non avendo 
d Al d ìt' .' . . 

= — : — fi Ottenga .ciò moltiplicando la formola 

dy dx 

per una quantità 7r data per x ed j^ rifletto dico, che 
Io ftelTo fi pofla ottenere col mezzo di altri molti- 
plicatori di numero infiniti ; imperciocché avendo la 

formola r.Mdx^^H dy la conveniente proprietà 
farà dotata, del fuo integrale che chiamo z»; onde fa- 
rà 7r rATTSTIfnTJy == ^2J ; mz d% b integrabile fc 
fi moltiplichi per qualunque funzione di z , che c hiamo 

F: %\ dunque farà ancora integrabile Al rfx-f-N dy.tzFiii^ 

onde avremo -i ^=—1-- i ( num. 2. ) ; 

dy dx 

dunque ritrovato un moltiplicatore tt fi trovi z =: 

/tt . M d X ^ Hdy \ qualunque funzione di quefta.^ 
fommatoria moltiplicata per '7r,darà un moltiplicatore 
che foddi sfarà air intento . 

VII. Se fia r equazione M dx ^Hdyz:::io\nc\xì 
introducendo due altre variabili t^c u ammetta la ft- 
parazione delle indeterminate fi faprà fempre ritrova- 
re un moltiplicatore, che la renda integrabile,. S«ppo« 
niamo adunque che fatta la foftituzione fi abbia M 1/ x 
4- N // j = Td t^Vdu^ farà f il prodotto di due 
fattori ufio dato per la fola ^ , e 1' altro per la fola 
u; lo fteflb dicafi di V^ altrimenti le variabili /, ed 
u non farebbero feparabili . Dunque fi potrà dividere 
la formola Vdt^ydu per una quantità P data per 

r.) ed u tale ) che fia nella quantità .^ ^7^ — H «-— 

fan* 
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y 

funzione della fola ^, ed -— funzione della fola u. 

Il 

Eflendo adunque integrabile la formola — ?^ 



farà ancora integrabile la fua eguale J^ :-> 

onde introducendo in P le variabili X) ed y, farà Pun 
moltiplicatore ) che renderà integrabile V Equazione^ 
data M i/x + N<Ì7 . Vedafi un cfcmpio di quefta Teo- 
ria al num. 9. Sappiamo pertanto alTegnare fempre un 
moltiplicatore che rende integrabile qualunque equa* 
zione che ammette la feparazione delle indetermina- 
te. Al contrario poi dato un moltiplicatore ) che ren«^ 
da int^rabile una equazione non fi sa come fi pofla 
far paflaggio alla feparazione delle indeterminate ; per 
tal motivo molti danno la preferenza a quefto meto- 
do di integrare) in confronto di quello che è fondato 
nella feparazione delle indeterminate; ma iì defidera 
ancorc^ il metodo generale di determinare i moltiplica- 
tori ricercati fenza aver bifogno di ricorrere alla fé* 
para zione delle indeterminate ; onde non abbiamo fin 
ora luogo di efaltare molto il metodo di integrare coi 
moltiplicatori. Rechiamo qualche cafo , in cui fi de« 
terminano i noftri Qoltiplicatori fenza aver ricorfo al- 
la feparazione delle indeterminate. 

Vili. La Equazione //j-t- Pjrfx= Qj/x, in cui 
P j j^fono date per la fola x , non fi può integrare, 
effendo manQante della proprietà , che vi fi richiede • 
Il fecondo membro della equazione è integrabile, co- 
mecché contiene la fola x ^ il primo poi iì rende in- 
tegrabile dividendolo per y > nel qual cafo V integra*» 

d y 

le fi ritrova /P<<xH — ^ z=ifP d tc^-ty numero 4; 
Tom. II. "^ C e quc- 
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quello integrale (j efprime ancora coi le %\d}in^ 
mie tutte le funzioni di qucfta quantità divifa oer i ^ 

doè — F:A ^. jf , tcnier.ajinOì la formoli dj^Py d x: 
integrabile num. 6.; dunque farà anc?.a^ integrabile detta 

lormola per — F:e. j; perche tanto> è integrabile — - 

J' r 

moltiplicato, per qualunque, funzione di / r y quanto- 

d f' • • 

— — moltiplicato: per qualunque: funzione di r. Fra^ 

le predette funzioni divife: per j^ vF è ancora-». 

t ,, dunque quefta. farà, ancora, al cafo .. Si molti-^ 

plichi pertanto la propofta Equazione per e * , ed. 
ìndi fi integri, come abbiamo infegnato num. 4 , trovc* 

temo. X = e fé, Qjl x ., 

IX* Sia, V Equazione omogenea. M rfx-f- N djz:iOy 
che ii debba, rendere: integrabile con un idoneo mol- 
tiplicatore:.. Il numero- delle dimenzioni delle variabi- 
li .aell'oEquazione- fu. = fr; net moltiplicatore , che- 
Ghiamo. % y e che- pure fingo omogeneo fia. = r, fa- 
là. il «numero delle dimenzioni, nell' integrale; 

f7t., Md^k:'\rKdf eguaFe: za n^r-^i.. Noi abbia- 
ipo^ UR be^lliliimo Teorema del Signor Eonten, 5 dimo- 
fErato' aricoras dal: Signor Eulero nel Calcolo- dififeren- 
zialedoè:: Polla P^formola omogena. il ciil numero del- 
le dimenfioni- fia w , epofta. d Fz=:Mix*f-N /^j, farà 
M K-^Ky '=:z.m V^., Air integraler A/ x +^N^ convie- 
ne aggiunj<?re la. collante da determinarfi. nei cafi-par- 
tfcolari per fare vcrifi:care f eguaglianza. Dunque farà 

fe dunque faremo r = — n — i , farà.7r M x 4- 7r N j. 
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r=-.^, perciò ^ =_-_l_,.e pofto ^=-x, 

•. ^ , Mi x^HJy -■ . 

lii formola ■ ,^ » ^- . iarà integrabile col mtto^ 

do del numero 4. Il cafo in cui fia nz=, — i elude 
qieftì maniera di integrare, ritrovandofi rz=zo^ ed in 
conleguenza Tr eguale ad una quantità coftante. Nien- 
te di meno facendo ufo della ieparazione delle inde- 
terminate per fifikre il valore di tt fi ritrova , che la-. 

r 1 Mdx^Kdy , 

formola omogenea -— —^ è generalmente in- 

tegrabile; perchè fatta j=ax farà M^ix^U^ ed 
N =:x" K; U, sfaranno funzioni della fola 1?, e per- 
chè ab biamo dj z=iudx^x du,^ £àfà Md x -j^ N djf 

= x" L/ H- K« . rf X + x" -*- ^ /// « ; ma quefto fecon- 
do membro delP Equazione è integrabile fé fi divida 

per x"-*-^ U-^l^u; dunque farà ancora integrabile il 
primo membro M^x-+-N//y , fé ii. divida pcJcMx-j-Njj; 

gi;]cchè x'-^^V^I/^u è eg4iaJe Afx + Nj. <^i è da 
notare, che fé la formola omogenea Mdx ^ Ndy 
^bbia la condizione neceflaria perchè fia integrabile , farà 

pel Teorema dtl Signor fonten - — fii 1 T integra- 
nti 
le di lei , pofto m — i il numero delle dimenfioni del- 
le variabili nella formola propofta: così 1* integrale 
della feguente formola omogena, che à la condizione 
nccelfaria per eflere integrata, cioè V integrale di 

xaxdx-\-bxdy^bydx-{-icydyh 

lux x-^b X 7-+-^7 x-4-2 cy y 

^ .-^ '^^axx^byx^cyy. 

X. 1. principii ftabiliti in quefto Capitolo ci fom« 

C e 2 ni* 
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miniftrano la faUzionc del feguente Problemx . Dcfi* 
nire la forma della Equazione differenziale , che poffa 
readerfi integrabile col moltiplicatore di una data fot* 
fila . Gli efempit che feguono indtcherar>no la manica 
ra con 'cui dobbiamo contenerci in fimilì ricerche: 
Vogliafi determinai;^ P > Q^^ R > X funzioni della fo 
la X 5 tali che T Equazione ^y -hyy ^x ^ X d x fi 
renda integrabile mediante il moltiplicatore 



I 



Per le cofe dette al numero 4.^ 



± d _J2±iL_.=-L d 1 ^dunque 

dy ^'yy-hiU'+'^ ^x J'jfjH-^ji-hK. 



avremp quefta equazione zy. Pyy-h i2J-H ^ -^ 

(2Ì^J+Ì^.>J+X=-'I2 1^ , 

a X 

c moltiplicando per i x^ ^rafportando i termini > ed as^ 
dinando per y fari 

Sljydx ^xRydx ^Qjcdx ^ 

^yydP -^ zPXydx + dR — * 

-h y^ Q^ 

Per fare verificare quefta equazione bisogna che tatti 
i termini fieno eguali a Zero ; onde avremo tre equa- 
zioni Q^x+dPz=zOiZR dx — zPXdx + dQ=:zoy 

dR-^ QJCdx:=:a. Da m prima fi ricava ^= — 7-5 ** 

dR 
qual valore di jg^collacato nella terza dà X = — j-^i 

d P 
fuppoflo dx coftante fi differenzi — — — far^ 

ddP dx 

rfJ2=: j — ; foftituiti i valori di j^^ ed. X nella 

fecozH 



r* 
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di' 



feconda equazìofiC) avremo iKdx 

ddV j „ .« « .„ dPddF ^ 

dx a X* 



dV d l^ 

integrando farà RPzzz — - — -+. C , ed K= H 

4 /« X* 4 1^ <^ X* 

C ^ R C 

— . ; ma abbiamo X z= — --— ; dunque farà X = — - 

dP* ddP ^ ^ . I dP 

>4- — — — - — lOeflendo eguale — -— , a* 

Tremo i valori di U , X , (^tuttì dati per P ; P pcJi 
eflendo arbitraria potrà effere qualunque funzione di 
X. Ecco adunque determinate le funzioni PfQ^^ R> 
X, come li ricercavano. Se pongati F=rx*" fi tre* 

Cdx n.n — idx 

YeràP equazione //jf-t.jfj^x+—v -^ =<>J 

che fi rende integrabile col moltiplicatore 

. !! — -fileni integrale è --^ x 



— I 



= D , pofto ^ V angolo che à per tao* 

geme !! — "^ ^ , e per fono tutto V unità . 

XL Abbiafi in animo di determinare le funzioni 
^ > 5^ PCT X , j in maniera y che fia l' Equazione 
Tdxj^Qjdj=:o integrabile mediante il moltiplica* 

tore ; dovendo adunque eflcre V Iquazio* 

Px^iljf 



ne 
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Tdx-\-Qjy ; 



ne — ^ integrabile , fatto Q=Vìi farà mt©. 

.M d X ^R Jy , ^ 

;grabile ancora ^^-si; onde aura. 4. 4Ìevrà ci- 

'^ X -i- Ky ' ^ 

fere -— • d — -= -7— d — ~— - , e perciò 

_ ££ - R !L— ~ il 

^ Ày d X 

— — — ;ma h dRzuMd x^ 



Héi%i ed in confeguenza ---=:Af»e — - =:K;duft. 

..—y'H — R xM—R 
que farà — ^ = ; e perciò — j N = 

IT-^Ry xVr/ 
xM, ed K= — — .. M; dunque effendo </ /? = Mdx 

H-N </j.farà,rf RzizM d x^JL M dy—My. ^JjlZlli^; 

y yj 

e pofta .-^ = z , farà d Kzzz My^ d z ; acciocché dun- 

?[ue MjJz fia integrabile bifogna che My fia una 
unzione di ,z ; .onde verrà R una funzione di z,; ma 
la fomma degli .efponenti delle variabili in £ è egua« 
le a zero; dunque ancora in R detta fomma farà = 9. 

I-ao ide effendo R r= -^converrà rhc la /jmma del- 

le dimenzioni delle variabili in ^ed in P fia la ftef- 
fajcioè converrà che .P> e jQ^fieno funzioni omoge* 
jiec delle variabili x , j ; poftc pertanto P e Q^ fùn- 

zio» 
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»oni omogenee df x,y fa fòrmola ^ ^ fa- 

rà integrabile ,. come abbiamo dimoffrata ancora al nu- 
mero 9 . Con quefto metodo diretta di trovare le E- 
quazionr, che fi rendano integrabili con un moltiplica- 
t re della data forma, (\ pollbno^ determinar? innume- 
rabiJi equazioni differenziali integrabili; ma ciò poco 
vantaggio reca alla foluzione del problema inverfo^in 
cui data, r equazione cercafi il moltiplicatore ; perchè 
GMantunque fi- aveffe unr catalogo* dr un numero pro- 
digiofo di: Equazioni integrabili ; niente di meno que-^ 
ile farebbero un niente in paragone di quelle che noni 
& faprebbero nei cafì particolari ridurre all' integra^ 
zlone: •. 
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Della Coflruzìone delle Equazioni differenziali contenutr 
/otto la forma, di qualunque trinomio ^ 

L- TjOtendofi colle Curve chiamate Trattorie coftrur- 
r . re tutti i trinomii differenziali ; cofa che cogli 
altri metodi non fi ottiene^ quindi fembra opportuno 
dare qualche- idea, ar Giovani: dr quelle coftruzioni ^ 
( Ftg. 66. ); Sia una: Curva qualunque -4 B ylc cui coor- 
dinate KG= xy G£=rr; per la Curva yfB fàccia- 
fi fcorrere L'eftremitàE di un filo EFyuel tempo che 
r altra^ eftremità F è coftretta da- un pefo a defcrive- 
re una Curva CD ;quefta Curvai diceft Trattoria i eia- 
Curva AB chiamafi'i/rytf della Trattoria . In quattra aia- 
mere il moto del filo £ f (i può' fare; in primo luo* 
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m 

go fi può collocare il filo fra la curva AB^t la ret- 
ta ICC?, nella quale fuppofizione, fé il moto facciafi 
da A vcrfo B nafcerà la Trattoria C D tale , che ca- 
lata r ordinata FHy faranno le due coordinate KH^ 
K F della Trattoria minori delle coordinate corrifpon- 
denti KG ^GE della bafe , come, fi vede nella figura 
66 i fé poi nella fteifa fuppofizione il moto facciali da 
B verfo A^ nafcerà la Trattoria CD, la cui afcifla-» 
K H farà maggiore della corrifpondente afciffa K G 
della bafe, e viceverfa T ordinata GÈ della bafe fa- 
rà maggiore dell' ordinata H F della Trattoria , come 
fi vede nella figura Ó7. Se poi la bafe AB .fia collo- 
cata fra la linea delle nfciflfe ed il filo y ed il moto 
facciafi àz A in B { Ftg. (58. ) fi delineerà la tratto- 
ria CD la cui afcifla KH è minore delP afciffa KG 
della bafe, V ordinata poi FH è maggiore dell'ordi- 
nata GÈ della bafe fteflfa ; finalmente fé il moto fac- 
ciafi da B verfo Ay avremo la trattoria CD ( Fig. 
6g. ) le cui coordinate 2C H , K F fono maggiori del- 
le coordinate KG y GÈ della bafe . Fino ad ora ab- 
biamo fuppofto il filo F E coftante , fi può per altro 
fuppoitere variabile in maniera, che il punto F fi ri- 
trovi continuamente in una Curva Z V riferita alla^ 
linea GÈ come linea delle afcifle, la quale fi muova 
con moto parallelo in maniera , che il punto E della 
retta C £ fia fempre nella linea A B ; nafccranno iti^ 
tal cafo altre fpecie di Trattorie CD^ che fono ap- 
punto quelle , che fervono per la coftruzione delle no- 
ftre equazioni . In tutte le Trattorie la retta F£ e 
tanjgente; perchè due pofizioni di F£ infinitamente^ 
Ticine fi interfecano in un punto infinitamente vicino 
al punto F come fi ricava dalla natura di quefto moto: 
il Signor Marchefe Poleni à Immaginato un iftrumeato 
per defcrivere cali Cui? e • 

IL 
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II. Pafliamo alla coftruzione dell* Equaziani dif- 
fcrenxiali cfprefle pel trinomio gcncrsile Qjl q ^ p d x 
T=iéyy in cui i/x,Ìjffono differenziali di funzioni della 
ftefla variabile ; Q^c P poi fono date in qualunqu^^ 
maniera per q . Pongo dP=:Kd q^ farà R funzione di 

q ; e dqzz: -— — ; il qual valore foftituito nel trino- 

K 

alio farà -^-.W P-hJPi^x rx/^ji; fi faccia x=:» + 

^ , farà i xz=: d z, + d -^5 e perciò ^. dP ^ 

n 
^^ ^ 'T^+ Pdz=zdy i e fatta P dxBZ=::du^ avremo 
R 

}^. dP+ P . d -^4- duzzzdy ; onde integrando e 
R R 



p 

trafportando i termini^ farà— ^--zzj—w. Si deferi- 
ti 

va la Curva AB^ le cui coordinate KG:=XyGE:=zy; 

vertice E linea delle afciffe EC & deferiva la Curva 

FZ , le cui coordinate EL^LF abbianola relazione 

efprefla per =^=^ ^ -^;prefa quella curvi perdiret- 

R R 

trlce fi delinei la Trattoria come nella figura 66 per- 
chè tanto X quanto j fono magg^Lori di &> ed «; fi 
tagli ora qualunque K Cz=zx^ e condotta la corrif> 
pendente G E=:y ^ pel punto E fi tiri E F tangente 
la trattoria C Dy dipoi tagliata M G= i, fi conduca 
JMN parallela ad FEy farà GN=P, trovata PcoT- 
le folite regole fi determina ^, per cui P fi fuppone 
data; ecco dunque come data la x fi determina la cof- 
rifpondente coordinata q , ed in :fatci chiamata XH=Ai 

Tom. IL D d HB 



WF:n«, dovendo cflire i:GK—P: ;5X^IEvede(l 
fendo i^£ tangente la Cìixysl C JQ ùtknP ::dz:du^ 
e. perciò farà, I^dAz=;dui dunque dorcndo cffcrc 

y = u 4- -i>5 e perciò dyzzdu^dF^ Bi ^ 

^ jBL 

r.d^^ ^tJLdy^Edz^dP.^^P^^S^^ nA 

abbiamo »z=:.z ^ ^^c d'% :=zd^K — d ^-; onde a*- 

O d P 

Trema dyz=:P d x^dP .^ ^, ed cflcndo -—. =:if, 

R R 



farà dy=zPdX'+' Qjlq^ che è il trioomio progofta 
da coftruire. Secondò i differenti fegni dai quali è af* 
ietto il trinomio conriene cangiale i fegni nella fofti^ 

tuziottc x=r»^- ^ per poter ottenere in féguitol*' 

integrazione ; dal che ne na£ce, che le x vjf-alle.voK 
te fono ambedue maggiori , alle Tolte minori , alle 
Tolte una maggiore , e T akra minore- delire z , cdu,. 
che deronoelferc le coordinate dclhi trattoria dadc- 
fcriverfi; per ciafcun cafo adunque fi delinei la trat- 
toria conveniente, come fi rUera dal num. i, 

III; Per dilucidare la fòpra e/pofta Teoria fìà d^^ 
coftriùic i* Equazione contenuta nella form.ola Rjcca.- 
tiana dq — q qdix^x!" d.x= é. Difpongo in prima 



luogo 1^ equazione nella feguente maniera — 2 g^/ f 

zgf. 

•— ^ f f pezzi*— x^dx ; poRgp d^i X zzlx, , al JtCP- 

mine — premetto il fégna— ^^ perchè altrimenti im* 

fi- 
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{ègulto non fi potrebbe fare V Integrazione ; onde fa* 
tà d X zzzdsc — d — ;e foftituendo ù avrà — _. iqda 

—.qqd%^d — .jra=:_x"i/x; pongati finalmcn- 

te ^q d %z=idM^ avremo — . ^ q dq^qqi — ^ia 
r=:_x"//x; ed integrando, e trafportando i tei^Rini 

fari JL =:jì . La bafe A B adunque della no- 

ftra trattoria dovrà effe una Curva ^ le cui coordini^ 



x" 



te -fie»* X , , le coordinate dcUa direttrice fo* 

«4-1 

no ^ y — - ) le quali moltiplicate infìeme , comecché 

danno un prodotto coftante, perciò la direttrice iii^ 
^uefto cafo farà un* Iperbola apolloniana; colla pre» 
detta bafe , e con quefta direttrice £ deferiva la trat- 
toria C D pc^a relativanente alla bafe come fi vede 
nella figura 6g. perchè tanto x ) che y è minore di ;& 
ed ir. Si prenda ora una qualunque KG nrx^e fi con- 
duca G£,eper£fia£F tangente la CD in F;tii. 
poi fi prenda M G =: i ) e fi conduca M H parallela 
ad £ F, farà GKzizqq y onde q (ara media propot-» 
zionale fra Af G e G N • 

IV. Oltre i metodi fin qui efpofti di tentare 1* in* 
tegrazione» e la «oftruzione delle Equazioni diiTereR- 
ziali ve ne fono altri ancora y ì quali a mio credere 
fono privi di quella certezza y femplicità , e chiares*^ 
za^ che fi richiede per aver luogo in^quefti £lemea« 
ti* Fra gli altri vi è il metodo di tentate P integra^ 
lione completa di una equazione difiercnsiale fervea» 

D d 2 dofi 
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doli deill intef:rdi particolari. E qui cade in accon* 
ciò di dare qualche idea di quefti integrali particola- 
ri • L*- integrale particolare > ed incompleto di una E- 
quazione differenziale è una relazione tra le veriabili 
che foddisfà all^ equazione propofta ; ma che non con- 
tiene altra collante diverfa da quelle che fono nell* 
equazio'ne differenziale ; al contrario poi V integra- 
le completo i una relazione fra le variabili » che lod- 
disfà ali' Equazione ; ma che inoltre contiene una co- 
lante 5 che non è neir Equazione predetta . Sia per 
cfempio 1* Equazione differenziale aady^y ydx = 
asidx-^xydx^ z quefta Equazione foddisfà la rela- 
zione delle variabili x=yj perchè in tale fuppofizio- 
ne tutti i termini dell' Equazione fi elidono ; dunque 
x=jf farà r integrale della propofla equazione; ma 
farà parziale ) perchè non folamente non contiene u* 
na nuova collante ; ma neppure contiene la coftanta 
dcir equazione ; V integrale completo fi ritrova. 



XX , 



sa e ''••"' 



:=zf€^^'^dK-hA in cui fc facciafi laca- 

J '^ ^ — X X 



a ae^"^ 



ftante A infinita, farà infinita e perciò con- 

verrà che fia jr=:xi che A appunto 1* integrale par- 
ziale fópra ritrovato. Dalli integrali in completi delle 
cflUtàioni differenziali fi ^.tentato il paffaggio ai com- 
pleti j ma fcnza frutto ; perchè non fi è potuto fu ciò 
nuarc. regola alcuna; per il che di quefto metodo po- 
co conto fi tiene ; oltre a ciò gli (lefli integrali in- 
completi non fi fanno determinare fé non fc a cafo t 
e q^uatì indovinando. AvVi di più un' altra difficoltà 
«ICTatadalSignof Eulero nelle fue Inftituiioni del 

Cai- 
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Calcolo integrale Te. !• Sec. 2. Cap.4, cioè che noti^ 
tutte le relazioni fra Izx e laj,che foddisfannoall' 
Iquazione differenziale fono integrali incompleti del* 
la ftefla equazione. Così V equazione finita xx'+^yy 
z=ia a^ foddisfa ali* Equazione differenziale 

éjy = ^ ^ benchj? non fia .integrale^ 

ne completo » ne incompleto di detta Equazione^ i 
imperciocché V integrale completo è / 

A+yz=i^ xx-^yy — gtd^W quale i» qualunque fup- 
pofìzione della coftante A mai fi riduce ad xx+j jf=^ a. 
Lo ftiffb Signor Eulero à peraltro ingeniofamente fom* 
jniniftrato una regola^ con cui poffiamo afficurarci quan- 
do un* equazione finita , che foddisfa ad una equazio- 
ne differenziale fia integrale particolare dello fteffo 
differenziale . Sia dunque qualunque equazione diffe- 
renziale V d x-zizQJty ^ a cui foddisfaccia 1* equazio- 
ne finita yzziXy effendo X qualunque funzione della 
x: poBgafi j= X-4-», « è una quantità infinitamen- 
te piccola; in P e O fi collochi in vece di y il fua 

P ^ X 

valore X-t- x> nafcerà — za {- M ;&" ; fé fi ritro* 

▼i » < 1 ; ^ = X non è integrale particolare dell* c-^ 
quazionC) lo farà poi in cafa contrario • Sia per efem- 

J|io r equazione tidy — a dxz=:dx ^ yy — x x a cui 
bddisfà il valore jf=x, voglio inveftigare fé quefto 
fia un Integrale particolare j pongo j = x-4-»,e fup^ 
pongo 2> infinitamente picciola , fatte le debite fo» 
ftituzioni , e tralafciati i termini che fvanifcono in^ 

confronto degli altri , farà -^ = f^ = y/yy — ^^^^^ 

Q^ dx 2 
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= z, ! — = I -{- Zr^ . .2^ , e comecché ? cf- 

a .a 

ponente di z è minore dell' unirai conchiudo^ che j=^ 
non i in alcun modo integrale delU propofta equa- 
zione. Se poi fi abbia V Equazione aady — addx 

z=.d?c . yj—xx^ a cui foddisfà j = x, fé facciafi al 

P dy yy^xx-^-a a 

fohto ^ = X H- J6, troveremo -^ zn: ^jL^^^ 

^ Q^ dx a a 

=: ^^^ «+•€;€ comecché V efponentc di z» fion è 

a a 
minore dell' unità, pjcrciò concludo, che fia jf=xuii 
integrale incompleto deil' equazion propofta. 

y. Anno divifajto ancojra gli Analifti di ritrovare 
per approifiraàzione gli integrali delle Equazioni dif- 
ferenziali per mezzo delleferie.il Signor Neuton nel 
fuo Metodo delle .fluffioni , e dejle ferie infinite pro- 
muove quefta Teorìa. Sia per efempio da ir\tegrarfi 1* 
Equazione differenziale rfj -+-j#/x=^x'"//x . ili fac- 
cia y=:ax''^bx'''^^'^.c x"-^» .&c. foftitnito in Fe- 
ce di j e dy il valore fuppofto dato per x^ avremo 

na x"-*-+-«-|-i c+è.x"*-».. . — ^x"» = (? , facciafi 
ora /f =:=/» + 1 ) onde fia /i — izz/gsT, facciafi inoltre 

n a — .^ = (?, farà aziz — =:_^— . , e fuppofti tutti 

gli altri termini eguali al zero fi ritroveranno facil- 
mente i valori di ^ , r , .&c. Ma quefte ferie comeav- 
yertifce ottimamente il Signor Eulero fono per lo più 
integrali parziali, e quello che è peggio fpeffo fono 
divergenti ; per la, qual cofa egli loftituifce un altro 
metodo di approffimarfi ai veri integrali , il quale ol- 
;tre V cfiere laboriofiffimo non è per altro ipogliato 

del- 
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^llc fue gravi dificoltà^ 

VI. Il Signor Fontcn, ed il Signor Conderftt fi 
fono accinti a rifolvere in tutta la fua ampiezza il 
problema: Data qualunque eq,uazione differenziale* > 
ntrovare V integrale completa. Il primo propone due 
metodi ; infegna in primo luogo integrare le equazio- 
ni omogenee col mezzo del fuo famofo Teorema di 
cui abbiamo parlato nel Capa precedente*; e poi fi in- 
duflria di ridurre tutte l' equazioni aH' omogeneità 
nel che incontra fecondo me difficoltà informontabi- 
lì. Il fecondo metodo del Signor Fonten confitte nell* 
efame delle relazioni , che devono paflare frar ìì dif* 
fbrenziale ) ed il fuo integrale > quindi data una equa* 
zronc differenziale fi induftrìa di determinare la forma, 
che dee avere il fiio integrale . H metodo del Signor 
Conderfet è fimilmente fondato nell* efame delle re- 
lazioni fra r integrale ed il diflèreaziale ; ma quefte 
xicerche fono eftremamente fublimi , efigono calcoli e^ 
ftraordinariamente proliffi, e richiedono lunghi com- 
mentarii per dilucidare tutte le tenebre , che fi incon- 
trano ogni momento-, e per dimoftrare efattamente mol- 
te cofc che fono fuppofte. Dunque per ora fa d'uopo 
eontentarfi dei metodi particolari; ed afpettare che^ 
la^ fagacità degli Analiftr riduca i metodi* generali a-#- 
tal chiarezza e^ femplicità- 5 che fieno a portata anco- 
ra di chi non vuole profondamente internarfi negli ipi** 
&a) del Calcolo integrale •. 
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CAPO IX. 

Delle Equazioni differenziali , in cui le differwze fini 

innalzate a potejlà. 

I. Trino ad ora abbiamo fuppofto nelle Equazioni 
X* difFerenziali , che le fluflìoni 4fx , e dy fieno 
Tempre alla prima dimenfione;fpefle volte però acca- 
de che effe fieno ad altre dimenQonì, il qUal cafo d 
fiamo propofti di confiderare nel prefente Capitolo . 
Prima d* ogni altra cofa riflettere conviene , che in 
tutti i membri delle Equazioni difFerenziali , la fom- 
ma degli efponenti dei differenziali deve effere la ftel- 
fa, altrimenti non farebbero tutti i membri delle e- 
quazioni dello fteffo ordine dei differenziali, e perciò 
alcuni fvanirebbero in confronto degli altri. Ciò pò» 
fto incomincieremo dalle equazioni , in cui mancano 
ambedue le variabili . In tal cafo fatta //j = p^x me- 
diante la foftituzion? , e divifione jper la conveniente 
poteftà di ix, fi otterrà una equazione data per p; ù 
rifolva quefta equazione , e fieno le fue radici p = X| 
f=i%^ p=^f^ &c. farà dyz=:\dx i dy =zi: d x y 
dyzzifxdx &c:; onde jr=:X x-f- yf , y = 7rx^Bt 
j=:/xx4-C &c. le quali equazioni cong iunte da ran* 

no r integrale completo y — X x — Ar.y — 7r x — B . 

j_« X — C &c.* = (? . Se poi nell' Equazione diffe- 
renziale manchi folo una variabile, per cagione c'i efem- 
pio la x; fi faccia dx = pdy; foftituendo quefto va- 
lore in luogo di dxi e dividendo per la pot^wllà con- 
veniente di ^j 5 rimarrà una equazione fra 7 epjon- 
de farà data p per j 1 ed j per p; ma abbiamo x = 
fpdy; dunque fi potrà determinare x o per /?, ovve- 
ro per y come più piacerà j dunque la relazione fra^ 

le 
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le variabili y^yo farà data immediatamente , ovve- 
ro mediante la variabile p. Dilucidiamo ciò coir e- 

fempio che fegue : Sia a.dx^ — dy^ =:ydx^d y^. do- 
ve manca la x; pongafi dxzzzp d j^ foftituendo fa^-à 

4 . p^ — I . dy^ =j pp . dy^ > e dividendo per dy< fa- 
ri a.f^— I ::=iypp^t perciò j = /af. i , e 

dy:=za.2pdpi^ — ^;raa abbiamo rfx=:/?rfjf;dun- 

que farà x=2 afppdp + -J-^ A=:i a . L— Ji^^A; 

onde effendo data tanto x , che y per / , farà npta-. 
la relazione fra x , ed j . 

II. Alle volte riefce malagevole il determinare^ 
non folo la p per la variabile efiftente neli* equazio- 
ne ; ma ancora la variabile per la p ; in tal cafo fa* 
rà utile la foftituzione , che adopriamo nel feguente^ 
efempio . Ncir Equazione x^ dx^^dy^=:axdx^dy; 
pofta pdx invece di dy fi ottiene x^-^- p^=,axpy in 
cui incontrafi la flefla difficoltà per determinare tan- 
to la X per p , quanto p per x • Pongo p nzu x ^ t^ 

foftituendo ritrovo x«4-«3x = /ia; ed x = • 

' I -f.«5 ' 

a u u , a d u » i 2 u^ .. 

e p =z , e rf X = ; e perciò avre,» 

I + «3 -* 

xH-«3 



^ - j ^U u d u.l — z ii3 ^ 

mo y-zz-fp dx'::=:aaj ■ ì^A = 

■ 3 

róm. II. E e I 
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Elfendo dunque data la relazione tanto della x , che 
della 7 per u y farà nota la relazione fra x ed j . 

III. Quando poi nella Equazione differenzialo, 
dove le fluHioni fono elevate a poteftà , vi fieno am- 
bedue le variabili j allora fi sa maneggiare detta equa- 
zione ne! cafo y che in tutti i termini della Equazio- 
ne la fomma degli efponenti delle variabili fia la ftef- 
la 3 cioè nel ca(o che 1* Equazione fia omogenea ; ed 
in alcuni cafi , in cui una delie due variabili non ol- 
trepaflì la prima dimenfione . Nel primo cafo pofta^ 
dy:=pdx e fatta la foftituzione nella Equazione, e 
dividendo per la conveniente poteftà di rf>c nafcerà 
una equazione fra xy y ^ e /^ ; pongafi ora y =«x, c- 
foftituendo e dividendo per la conveniente poteftà del- 
la X, rifulterà una equazione fra p cà u^ per cui fi 
potrà determinare u per /^ , e ;? per « come più pia- 
cerà» Comecché poi abbiamo jf =:«x, farà djznudx 
^xdui onde ^^rk p d x = dy = u d x -{^ x d u ^ o 

fdx — udx = xdui onde —z=:——yclxzzf-— 

X p — u -^p — u 

4--<i; fi avrà pertanto x data per u ovvero per p ^ 
come tornerà più comodo ; giacché una di quefte é 
data per r altra, come fi è qui fopra oflervato . Ef- 
fendo poi y zi u x ; fi potrà facilmente determinare y 
per tt, ovvero per p come è chiaro; dunque ambe- 
due le variabili x ed j fi potranno determinare per 
ti 5 ovvero per py ed ia confegucnza fari nota la lo- 
ro relazione, 

IV. Sia 1' Equazione y d x— x dy=: n x y/dx^-^-dy"- 

di cui fi voglia r integrile completo . Facciafi dy = 
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fdx^t foftituendo fi 2LVxk y—'f:>c rrux/i +pp5 
e fatta jf=« x , e di nuovo loftituendo fi otterrà u — p 

=: n J 1 -i-ff.Si differcniii ux ^ondc fia xdu+udx 

.' dx d u j ^ d u 
i=:dyz=pdxy c perciò — = - , e ^^f=/- 

n 

^lA = lA^lT^+f — — ) « foftituendo per 

p — u 

p u il fuo valore fopra ritrovato , avremo IxzzilA 

— In^ i +pp--f ==.— 5 e comecché -=^^3= 

è eguale a ■ X ■ — • — = «;'H - 



p^J I -+-?!>; quiìidi farà l xzzilA — l n y/ i -^pp 
. — L / j, -I- y/ 1 -+-P p , ed X = ■•= • 



- r A 



p+V^i+l^f = — \/i+PP— P ; farà poi jf, 

che per la equazione è eguale ad x .p-^-n^ pp-^-i^ 
farà dico eguale ad 



X 



^. j,H-»v/ppH -W£_f-i-i -f . ^^^^ tanto j 

che X è data per p ^ e perciò farà nota la relazione 
fra le predette variabili . 

V. Veniamo adeflb ai cafi , in cui fi fanno ma- 
neggiare le noftre equazioni > quando vi fieno ambe- 
due le variabili foltanto alla prima dimenfione ; ma.^ 

E e 2 non 
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j\on in tutti i termini . Il primo cafo è contenuto nel- 
la feguentc formola y =pX'\-M/\ncm è ;> = -i , M 

dx 

poi è una funzione data per la fola variabile p ; dif- 
ferenziando la noftra formola farà dyzzzpdx'^xdp 
^dM; e perchè abbiamo dy z=z p d x ^ farà xdp^ 
dM=.09 e pofta dMzz. N//^, in cui N è una fun- 
zione della fola p^farà x dp^K dpzno ;ondcdpz=:cy 
ed X -f- N nz ; integrando la prima di quefte due e* 
quazioni farà pz=z A ; pofta A in vece di p nell* E- 
quazione propofta 7 = p x + M , fi avrà la relazione 
fra 7 ed X. Dalla feconda equazione fi ricava x=z — N^ 
ed in confeguenza j := — Kp+Mj dunque tanto xy 
che y fono date per p^ e perciò avremo nota la rela- 
zione fra j ed X , fenza aver bifogno di integrare . 
Il fecondo cafo è contenuto nella formola jf=iN x-hMj 
in cui M ed N fono funzioni della fola p. Differen- 
ziata V equazione farà d y-zn^H dx-\-xdH ^d M ; 
ma èpdx=zdy; dunque p d xz=:H d x+x d N-^d M; 

.. . xdH dM , , • • y. 

e perciò rfx =: --, oel qual trinomio u 

ianno feparare V indeterminate pel Capo 6. n. 6. on- 
de fi avrà X data per ^; e la j ancora, eflendoj=: 
fpdx; farà per tanto nota la relazione fra y ed x. 
Il terzo cafo è efpreflb.per T equazione yz=z M ^ in^ 
cui Af e una funzione omogenea di fecondo grado 
ddlfe due variabilir x,p. Differenziando sivxcmo dy=: 
Kd X ^R d p ^ e perciò p 1/ x r= N d x -^Mdp equa- 
zione omogenea di /^ ed x in cui perciò fi fanno fé» 
parare le indeterminate pel Capo d. 

VI. Si dilucidi la Teoria col feguente efcmpio . 
Sìa propofta da integrarfi 1' Equazione differenziale.^ 

ydx — xdyzzay/dx^ + dy^i fatta dyzzpd x (iot^ 

tic- 
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tiene j^f9c = a y/ThkFTj ^ differenziando farà dy 

^pdx^xdf= ^ ^ , cioè --xdp^, y 

>s/i+pp V^+Pt 

onde fi avrà dpz=L9y e — x= ■ : integro laJ 

prima di quefte due equazioni ed ò p-zn A > pongo A 

in vece di p nell' equazione y — px :=z a y / i -f-jpp j 

ed ò la equazione y — A x-=ia ^ i-\-- A Ay oht ef- 
prìme la relazione fra j ed ac. Dalla equazione poi 

xz=i ^— ricavo jH — ^^^ =: /ry/i -+- j> j^colfo- 
ftituire il valore di x nell' equazionej— ^x=//\/iH-;'p; 



a a 



onde j= , ed yyzzz ; ma abbiamo 



XXZZl 



a ap p 



, dunquc^ yy +x xzzia a , cquazFone:^ 
I H-;^p 

che efprime la relazione fra y ed x . Qucfto cafo ve- 
ramente è forprendente; imperciocché col folo diffe- 
renziare r equazione differenziale propofta fi giunge a 
fcopriie Ja relazione fra x ed j . . 

VIL Una fimile particolarità fa nafcere il fofper- 
tOs che V equazione yy^xxizia a^ nata col diffe- 
renziare V equazione propofta » e che fenza dubbio le 
foddisfà , perchè poftovi in vece dirjyr il fuo valore 

/ aa — xx abbiamo tf=:o,fia contenuta nel comple- 
to integrale, che ricerchiamo. Per afficurarci di ciò 
tentiamo di ritrovare V integrazione della equazioae 

propofta j^x — xdy=:a y/dx^^ dy'^ coi foliti me- 
todi - Confiderando d^y come incognita farà facile ri- 

ea.- 
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'. M dx \/xx-^y y — aa — xyd^ ^ 

cavare dy r= 1— , — l- i — , Ponga- 

fi OX2L y^zz^ a a — xx, farà ^ xx-^yy — a a = 
V^xx — aa-jraaz»z, — xxzXf-zrLyaa — xx. *z» — ij 
e dy:=zdZf ^aa — xx — ^ e foftituiti que* 

y/ ^ /l X X 

fti valori neir equazion propofta, farà dz^aa — xx 
xz d X 



» li» 



\/a a — X X 

y ^, - v> ^ 

d X Xr a a — x x . z» z» — i. — x%dx \/ aa — x x 

■* ; onde 

aa — XX ' 

d % a d X 

. Si moltiplichi , e fi divida il 



a fi — X X 



primo membro di quefta equazione per z^JjìZ» i , 

farà eflb ( - ^_ ^ - ,f.^as J : (y/z,»— i-f.Zr);c 

perciò il fuo integrale farà /^(/^zr-i+z,); A 
è la coftante che fi dee aggiungere neir integrazione. 

Quello integrale dee eflere eguale a / ^ =r 

aa^xx 

^ f f 

; dunque farà Asr\-A-^ z>tb — iz=: , 

i 




cioè _:!LL_ ., ^i/j.y + xx--^ir_ /x+x ^ 



.2 -2 



I 

Aj 
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'a — X zuA A.yy^x x — aa\ ovvero — i A. 

a 4-x . yz=. xx'-aa . A A — (^H-^)*) cioè j = 
n ——X éi — 4-x 

. if ^ -^ j equazione finita di primo grado, 
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che per le .cofe dette nel Capitolo 7. dee eflere V in* 
tegralc completo della propofta equazione differenzia- 
le . In quefto integrale come ognun vede non vi è in- 
clufa 1* equazione x x +^j =: a a ^ perchè quefta mai 
potrafli ottenere qualunque valore diafi alla coftantc 
A i dunque tale equazione non fi dovrà avere come 
vero integrale della propofta equazione differenziale . 
Ma è egli cofa indubitata che il vero integrale d* u- 
xia equazione difFerenxiale fìa quella equazione 5 che 
differenziata reftituifce 1 * equazione differenziale.^ 
predetta? Quefta idea trattandoti di equazioni, in 
cui vi fieno differenziali elevati a poteftà non fcm- 
bta abbracciabile ; perchè col differenziare una equa- 
zione finita mai fi può giungere ad una equazione^ 
differenziale j che abbia le differenze elevate a pote- 
ftà ; fembra a quefto cafo più adattabile V altra^ 
idea ) cioè che V integrale di una equazione dif-- 
ferenziale fia qualunque valore di x dato per j, ov- 
vero di y dato per x in maniera , che faccia (vani- 
re tutti i termini dell' Equazione differenziale ; fe- 
condo quefta idea T equazione x x-^yy z=:aa dovreb- 
be adottarfi come vero integrale della propofta equa- 
zione differenziale . La Geometria, a cui Tanaiifi non 
lafcia di ricorrere con vantaggio nei cafi più invilup- 
pati , conferma quanta qui fopra abbiamo detto . Vo- 
gliafi per efempio una Curva tale, che la perpendi- 
colare tirata da un dato punto fopra qualunque tan- 
gente fia'coftante, cioè eguale ad a. Sia il dato pun- 
to C , ( Fi^. 70. ) fi chiami CM =: x > M N =y , fa» 
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ti la fottangente M A =—lil ,tCA~ tilTìil , 

dy dy 

e la tangente AK = — "^^^ è rf / =:^ d x^-j^dy^i ma 

è -4 N : N M : : C -4 : C P perpendicolare tirata da C 
fopra la tangente AKF; dunque analiticamente ^ — 
ydf xdy — ydx ydx — xdy ^„ 



perciò farà ydx — xdy z=z a^ dx^ -\-dy^ , che è ap- 
punto la equazione differenziale propofta . Ora è co- 
la nota che il circolo del raggio eguale ad /i, ed a cui 
conviene 1* equazione xx'+yy z=: a a fia dotato del- 
la proprietà predetta; dunque chi efcludelTe quefta^ 
equazione dall' integrale dell' equazione differenziale 



ydx — xdy -nza |//^x*4- dy^ non avrebbe data la.* 
generale rifoluzione del Problema • Quefta materia.» 
merita a mio credere d'efiere pofta ia migliore iume 
dalli Aoaiifti^ 
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LIBRO TERZO 

Del Calcolo ) e del ufo dei diiTerenzisili 
di qualunque ordine . 

CAPO'PRIMO 

DclU maniera di ritrovare le differenze , e i differenziali 

di qualunque ordine delle f$rmule 5 che fono fun-^ 

Aioni di qualunque numero di 

variabili , 




I. ^^^Hc cofa fieno i differenziali di ordine diver- 
fo fi è già cfpofto nel Capitolo primo del Libro pri- 
mo; a quefti differenziali prefentemente fi eftendono 
quei princip) , che abbiamo fin ora adoperato per il 
calcolo dei differenziali del primo ordine. Sia c^zuzyz^ 
foftituifcafi x^ in (p in vece di x , ed in ciò che na« 
fce f in vece di j , ed in ciò che nafi:e »' in vecc^ 
di z , onde divenga <|p=:x*y*'; lo fteffo fi ottiene-^ 
le foftituifcafi prima y^ in vece di j , ed in ciò che 
nafce x' in vece di x , ed in ciò che nafce %"" in ve- 
ce di % ; ovvero fé fi incominci da %^ , ed indi fi prò* 
feguifca colle altre foftituzioni com quel ordine cho 
fi vuole ; oppure fc contemporaneamente fi efegui- 
fcano le predette foftituzioni; in tutti quefti cafi Tem- 
pre fi giunge alla fteflà quantità, cioè x'y »\- adun<* 
que fé fia (p una qualunque funzione di x , j , 2> » f<c^ 
porrò in ^. x' ift vece di x j ^* in vece di j ; ** in ve- 
^om. IL f f co 



225 LIBRO l I L 

ce di z ; ondc^ direnga (p' ; farà ^* fcmpre la ftcf- 
ÙL identica quantità qualunque ordine fi tenga in efe- 
guirc le predette foftìtuzioni . Prima di profeguirc con- 
viene avvertire, che per ^xd intende la quantità per cui 
varia la x,^er .j*j la quantità per cui la y varia» per 
^(p la quantità per cui varia la (^ ) comunque fieno 
quefte variazioni^ o finite , o infinitefime ; quando poi 
fi vorrà (p^cialmente parlare delle infinitefime; allora 
ì i fi convertiranno in //• Per d" x j (}) intendo cioc- 
ché diventa (p ponendovi in vece di x, la i'x, e co- 
sì per ^y \ (p intendo ciocché diviene (jp ponendovi la 
^y in vece di ^; perd'x J*y | intendo ciocché divie- 
ne Cp ponendovi in vece di y la <Jj , ed in vece di 
xla (Tx, e così delle altre. 

IL Sia in fecondo luogo una ferie qualunque di 
termini (p, <^\ cp'' ^ cp''' &c. ; fi ponga Cp' — q) = J^(p, 
(^'' — (p' = ^ q)^ (p''' - cp'' = $cp'' &c. ; fimilmente fi 
ponga Scp' —^cp = S^cp^ $(p'' — 5^(jp' = <J*(|)*&c.,cd 
inoltre ancora pongafi $^cp' — ^^ cpziiS'^cpy e così di 
feguìto;foflituendo i valori convenienti fi ritrova Scp 
=i(p' — Cp; ^^Cp=^Cp''^.$Cp=:Cp''^2CD''i'Cpi6'2.(p' 

:=zS(p'' — $Cp'z=L(p'''^l(p''^Cp';ò'i(Ù=:$^(p' - S^(p 

~ (p-_ j (f,- H- gy — 9 , <J3 ({>^ = (f>-- _ 3 (p^- ^j (p- 

~ (}>' ; S^ cp —$i cp'—^^ cp = (p *'" — 4 (p''' ^- ó(p'' 
— 4^M-9; e generalmente d^* 9 = <p*— «.4>'-'-t- 

''• ''^l(p^-^^'LJEl^:-^^r'''^ 

^ • 3 




!L:f — ;, .> ^^-^ ^..3 ^^^ ^^^ ^j^^ ^ ^^^.^^ ^ 

2 • ^ . 4 

<|> ftnza apice alcuno; ( i numeri chsL fembrano efpo- 
«enti non fono veramente tali, ma.di&gnano foltan- 
to gli apici , che difiinguono una quantità dall' altra.) 
Da ciò fi raccoglie ^ che per avere le differenze pri- 

me 
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me vi vcglioTio due termini della ferie j tre per Io 
feconde ) quattro per le terze > e così via difcorren- 
do. 

III. Supponiamo era che iia ^ una funzione di 
^> y i ^ intiera ; e razionale ^ ed in cui quefte varia* 
bili fieno alla prima dimenfìone j cioè (ia Cpz=iAxy% 
^jBxj-I- Cx»4-Dj;&4-£x ^ F y ^ G z -^ K 
z=zc^ in cui Ai B^ C &c. fono coftanti, che poC- 
fono eflere ancora zero ; e voglìafi i^apere in che fi 
cangia (p, fé in eflTa fi ponga x -f- 5^ x in vece di x; 
egli è cofa evidente che j^ nuova Cp , che chiamo 
(^), farà eguale a ^-+-^x|^;cioe farà eguale a (p 
più a ciocché diviene (p fé in vece di x fi ponga-. 
(Tx; fé ora in ((p) porrò in vece di j , j-+- J'j on- 
de C^) divenga f(j))\ farà ((py=q) + J^x| (^+<r x j* j | (p 
4-3^^1$; perchè foftituendo prima la jy noti fi can- 
gia la ((p)y che è tQEuale q)-4-3*x| cp; foftituendo in 
((p) la 5^ j5 (p divicne^jf | (p> e ^^ x | ^ diviene 5* x <y j | qp; 
finalmente fé in (q))' porrò in vece di z, ;6+<rz», 
onde ((py divenga ((py , farà 

(qpy' = (p+<rx ic^ + ij^jc^xi q5-+.<j^;5^ja^x|(j) 

Efaminando quefto valore di ((py^ è facile il compren* 
dere, che il primo termine è àjChe il fecondo è cioc- 
ché diviene <p fé volta per volta fi ponga in a? la 5^ x , 
ffjy ^ 35 in vece di x, jj x; che il terzo ^ la me- 
tà di ciocché diviene il fecondo fé vi fi ponga volta 
per volta ^x , d'j, 5^ » in vece di x , j , » ; cb^^ 
il quarto è la terza parte di ciocché diviene il terzo 
fé volta per volta vi fi ponga ^ x , ^y ^ ^ z in ve- 
ce di X , j , z. Collo ilelTo metodo fi prova , che fé 
fia (p una funzione intiera ^ e razionale dix, j5^9^i 
e che fc in offa fi ponga x+J'x,j^d'j> «.-4-^25, 



'X 



» 
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u^$u in vece di x^jr, j&, « ; onde (p divenga (q?y, 
ila (^y ^ eguale a ():) , più a ciocché diviene qp fé vol- 
ta p«r volta vi fi ponga d^x, ^j, ^^as, ^u in vecjt-/ 
di X , 7 9 » y u che chiamo tt , più alla metà di cioc- 
che diviene tt per una firaile foftituzione, che chia- 
mo fji} più alia terza parte di ciocche diviene /x pec 
una fimile foftituztone , che chiamo X) più alla quar- 
ta parte dì ciocché diviene X per una fimile foftitu- 
zione. Onde è facile capire come fi debba procedere 
fé le variabili in (p fofTero cinque, fei j&c. , pofta Tem- 
pre 0? funzione razionale ed intiera delle predette va- 
riabili ciafcuna alla prima dimenfione . Si oflervi dì 
paffaggio che fé in (p fi alteri una variabile i termini 
di {(p) fono due; fé fi alterino due variabili i termi- 
ni dì (Jpy fonc^ tre ( intendendo per termine la fom- 
ma dì quelli che fono affetti dallo fteflb numero di 
differenze); fé fi cangino tre vari^ili i termini di (4))'' 
fono quattro ; fono poi cinque fé fi alterino quattro 
variabili, cioè fono fempre uno dì più del numero 
delle variabili , purché in (p vi fia il prodotto di tut- 
te le variabili; altrimenti il numero dei termini cor- 
rifpondera al numero maflimo delle variabili, che fo- 
no moltiplicate fra loro accrefciuto della unità • 

IV. Se (p contenga poteftà delle variabili pofiti- 
vej negative, intiere, e fratte, ed anche fé conten- 
ga quantità trafcendenti delie variabili come / x , T ar- 
ca del feno x &c., fi pongano tali quantità eguali ad 
altrettante variabili j onde fia (jD funzione come .fi ri- 
chiede nel numero precedente, ed avremo in riguar- 
do a ^ ancora in -quefto cafo le Aeflc verità . Sia per 
cfempio (f)r=x*/x, fi. ponga x»=:jf, /x = 2&, farà 
<j>=y2', ^y^^^ i^^)^ ^Zk=ì^I:>c'j fi metta in (p, 
^^-(f7, 2j-f.<rs in vece di jf, » , onde divenga 
(})'=:: jA+jo'.Zr-tr* ^y-^^y^^yt foftitucfldo i Va- 
lori 



X A P O 1. Z2g ^ 

lori di y , J& , ^jy ^z farà (jp* = x* /x + ^ (x*) / jc 

V. Le cofe fin qui dette anno^ luogo qualunque^ 
fieno le differenze delle variabili finite o infinitefìtne^ 
che in tal cafo foglionfi denominare differenziali • O- 
ra è chiaro che fé ha ^ una funzione intiera > e raziona» 
Je di qualunque numero di yariabili ed alla prima di* 
.menfione in tutti i termini dove (i ritrovapo > i chia- 
ro dico che il porre in Cp volta per volta dxydy^dz 
&c, ed indi prendere la fomma di ciocché nafce fia^ 
lo ftelTo che differenziare la (p fupponendo, variare la 
ibla X) poi la fola y , indi la fola z &c. 3 la qual fom- 
ma. è =r^^perle cofe dette al num. 2.. Gap. 7.Lib. 
2.. Si ponga in ^Ì2^x^4x ^y^dj^z ^ dt, &c. in^ 
vece di x , jr , x &c. e fi ordini ciocché nafce in ma- 
niera che il primo termine non contenga differenzia- 
li 9 che il fecondo contenga i differenziali alla prima 
dimenfione} che il terzo contenga gli ambi dei diffe- 
renziali > il quarto i terni &d. , e fi chiami Cp" il (p 
cosi cangiato; quefto cp' farà ciocché nafce operando 
come fi é fatto nel num. 3. , in vigore di ciocché (i 
è detto al num. i ; onde per le cofe dette al nume- 
ro terzo, e fui principio dì quefto numero fé le dif* 

d^cp 

ferenze fieno infinitefime farà (|)*=::(|) + //(p-h — 

d^ d^ (p ^. ,. 

1 •^— &c., fupponendo coftanti i differen^uali; 

e comecché la fola divcrfità che palfa fra (p' in fup- 
pofizione dei differenziali da qp* in fuppofiziònc di dif* 
tferenze confitte in indicare per S' ciocché fi é indica- 
to per d ; dunque efeguite attualmente le fopraccen- 
nate differenziazioni fupponendo cattanti i differenzia- 
li , e di poi cangiati i rf in <? fi avrà Cp^ in fuppofi- 
zioDe> che fi fia pollo in (|p la x + j' x,j -f- i'jj jM-^J" * 

&c. 



2^0 L I B R O II L 

Scc.ìTì vece di x, j, j& &c. 

VI. Ritornando alla ferie «p , Cp^^'^dp'^' SicGz ^ 
ona funzione di qualunque numero di variabili, e ^' 
iìa ciocché diviene (p ponendovi xH- J'x, j+^j ^ 
z +<$" a &a in luogo di X, j , Zr&c. , e (p^' fia cìoc^ 
che diviene Cp' ponendovi umilmente in vece di x,j) 
» &c. x^- Jx, j-4-^j 5 z + S" z &c. e così in ic- 
guito fìa^)'"' ciocché diviene (j[)'' per una limile ibflitu» 

zione; pel num. 5. avremo (|p* =(|p4-<iq)^ 2, «j^ 



— ^H — ^2L &c.; iimilmentc farà (p* *=(})'+ 1/ (|)*-|- 

— — t ^ &c. 4C jcosI degli altri , giacché pel nu* 

2 2.3 É> & 1- 

mero primo lo ftelTo rifultato fi ottiene ponendo inp 
le variabili colle loro variazioni, ovvero operare co- 
me fi' é fatto nel numero 3 ; dunque farà ^ ({>=({>'— 

X 2 • ^ 

— -iL.&c. e così di Seguito; ecco adunque ailegna- 

:ta la maniera di determinare le prime differenze del- 
la ferie propofta. Comecché poi abbiamo di*(jp = d^^' 
— ^cp pel num. 2; dunque farà ^q)=//(a)' — 0)-+ 

H Ll^-^-^H iJ^ rJ &c. Per le terzo 

2 2.3 

differenze abbiamo J'J (p=(r*tJ)*—J'*9=i;(^''— 1^^-4-9) 
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è chiaro il progreflb per le altre differenze di ^ • An- 
zi confrontando quelle efprefficni delle* oifFerenze colle 
cfpreflioni del numero 2. fi ritrova che ^qj è lafom- 
jna dei difTerenziali che nafcono differenziando ^ tan« 
te volte, quante è neceflario, acciocché non vi Hix^ 
più luogo alla differenziazione delle variabili^ ( imper- 
ciocché ì differenziali fi devono fupporre Tempre co- 
flanti ); con quefta avvertenza che prima di far la-, 
fofiìma dei dinerenziali , il fecondo differenziale fi dee 
^iiridere per 2, il terzo per 2 . j , il quarto per 2. j.4 
&c* ed i ^ fi devono convertire in ^r Si ritrova in^ 
fecondo luogo che i^(p nafce facendo- una fimile o* 
perazione fopra S(p\ che $^(jp nafce operando nella 
fiefla maniera intorno $^Cp^ t così di feguito ; onde 
generalmente parlando farà i"-^»qp = #<.(5^"(f))-h 

I— L1-XZh i L &c : fi avverta Tempre dican- 

2 2 .^ 

giare \ d \xi ^ ^ dopo che faranno efeguite le difiereiK 
xiazioni , 

VII. Dalle co(c dette verfo il fine del numero" 
terzo fi rileva, che in ^ (p ordinando i termini in ma* 
niera, che nel primo fi contengano le differenze alla 
prima dimeafione» nel feconda gli ambi delle diffe- 
renze , nel terzo i terni delle differenze, e così di 
feguito faranno in j*^ tanti termini quanto é il nu- 
mero che efprime la maiTima dimenfione , a cui a- 
fcende il prodotto delle variabili in (jp ; e comecché 
neir ultimo termine di <J^^ non vi fono variabi i ef- 
fendo un prodotto di fole differenze; dùnque trattandoii 

dì<r»9 = W(5'q)) + '^'^^^^. &c. C differenzianda 
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al folito 5 in fuppofizione dei differenziali coftanti 5 e 
cangiando in feguito i ^ in ^ )avremo in ^(d'q)) un 

termine di meno che in ^({5; in d^^ ^avremo due 

2 

termini di meno; tre in d^l — li &c, ; e perciò il 

2 • j. 

prodotto delle differenze in d^ ^ 2 non afcendcrà 

a maggior dimenfione, che in d^^ — ^-^ ^ ed in qucfto 

non afcenderà a maggiore dimenfìone^chein d(^9(p); 
onde in f*(p il numero dei termini è minore dell' u» 
nità del numero dei termini in ^(p; e cosi fi prova 
che in $^(p il numero dei termini è minore dell* u- 
nità di quello che è in ^^^^e di due di quello , che 
b in ^^, e cosi in fegiiito ; e perciò fé il numero 
dei termini in S Op fia » ) cioè fé la maffima dimen* 
(ione del prodotto delle variabili in ^ fìa « ^ farà in^ 
^ •*-* ^ il numero dei termini = « — « = £? , cioè /a* 
ri ^*-*''(|)=o; onde il differenziale più alto farà</*(|p. 
VIIL Quelle confeguenze anno luogo fé le differenze 
^^) ^y^^^ &c. fono coftanti , vaie a dire fé fieno 
le fteffe paiTando da 9 a (p' » da q>' a ^** &c. Suppo- 
niamo ora 9 che non fieno tali y avremo già al folito 

^q)=:^^H ^&c. cangiando dopo la differenzia* 

zione i ^ in j" 5 né qui fi avevano altre variabili ol* 
tre le folite x, j , ;& &c. Avremo ancora generalmen- 
te ìCb> z=Ld(t)^ 1 &c. , ma qui abbiamo io 

^22.3 

(p' oltre le variabili folite x, jf •» &c. anche le Jx^ 
i/jy dx, &c. che fi fuppongono ora variare anch' elfe; 

onde 
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onde quel primo termine d<j^^ ( ^ J* ) *^*^^ ^^^ ^^^ 
diventa (p* ponendo d x^ dy\^ dz «e. in vece di x i 
j, *, e ddpcy ddy^ ddz, &c. in vece di i/x, dj^ 

d % &c. ; ^ , -i^ &c. faranno al folito cavati dal 

a 2.3 

termine precedente come porta la dottrina data al %. j. 

d^ (p' d^ dp* 

E qui pure dopo trovati i termini ddp'^ — ^ > — ~ 

1 a • 5 

&c* converrà ricordarti di voltare t if in d" • Ma (|)^ ^r: 
|)4.jq) . Dunque d'q)'=#< ((p-f-d^cf)) -i ' - ^ 

^ a. j ^ 1 2. J 

-^(p = rf(^^)^-^f^+^^4p&c., dove 

rfra-d)) è il ^$ foftituiti $)e,^y]^^ &e. in luogo 
di X, j, » &c., e d'^x, «TiTj, d»^a &c. in luogo 

di ^x, $yi <r» &c.; "^'^^^^ £Ìi£l2poidipen- 

a * • 3 

dono ognuno dal termine precedente , come fi è det- 
to al $• 2. ^ 1. • r 
X. In 0) fi è fempre fin ora fuppofto , che cial- 
cuna variàbile abbia Tempre V unità per efponcntjo ^ 
comunque fieno poi fra loro moltiplicate ; anzi fi è 
dettO)che fé occorrano poteflà delle variabili intiere, 
fratte > pofitive , negative, ed ancora quantità trafcen- 
denti, di foftituirc in luogo loro altrettant e variabili 

per efempio p in vece di x", q in vece di y^ « a-^^^ x, 
« n in vece di / h ^c. ; onde nelle differenze di qp tt 

tm. 11. G g w- 
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incontreranno In tal cafo i ^p, S'q^ S^u ftcEffemlo 
^nrx", farà facile trovare ipzn&x" y nel cafo che 
£a n numero intiero e pofttivo; perchè avraifi i'p=^ 



n 



' x-\^ $ X — x" ,. ed alzata attualmente il binomio 
x^^x alla poteflà n col mezzo del Teorema Nea- 
tohiano avremo il ^j^ in termini finiti • Se poi n è 
numero intiero bensì, ma negativo j ovvero fratto po- 
fitivo ò negativo che fia ; allora o ft potrà iafciare la 
efpreffione di d'p in termini finiti o in forma di fra- 

/zione, o vincolata di legno radicale; ovvero per>Ii-. 
berafU da quefte forme converrà ridarla in ferie; lo 

fteflb dicafi di ^ q=^ aa^xx ^ i u z=: ^ l x =z 
/(x-i-^x) — Ix. 

XI. Ciafcun vede che la (In qui efpofta teorìe^ 
abbraccia ogni forta di differenze finite, o infinitefime 
che fieno ; ma fé fi tratti di differenze infinitefime ie 
operazioni divengono più facili e più brevi , potendo- 
il fecondo la natura delle quantità infinitefime omet* 
tere Tempre quei termini, in cui la fomma degli ei^ 
ponenti dei differenziali è maggiore , rifpettivamente 
a quei in cui tal fomma è minore / e perciò d(^ farà, 
eguale Méx^+^Rdy-h P él x, &c, cioè farà la' fom- 
ma di ciocché nafce ponrendo variabile volta per voi- 
ta la X y jy z> &c. ; fimìknente ponendo coftanti dxy 
^ly^d z Sic. hxkddCp=MU x^+M'd X dy^M''' d X dx 
&c. N'd y»4- K" dydx^M'' dydz&C. 4r I''dz^ 
'^P''dzdx+F''dzdy &c. , cioè farà eguale alfa- 
fomma di ciocché nafcc Apponendo in i/(jp variabilo 
volta per volta la x, j, z &c*; la fteffo dicafi dei 
differenziali dì (p di ordine maggiore fino atantOj^cfie 
fieno cfaurite Itutte ìe variabili ; Che fé poi fiippon- 
gonfi variabili ancora j d x^dy^dz &:z.^fzrkdd^=: 
ai differeo&iale di 9 differenziata di nuovo Gippone»» 

éà 



una 
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do variabile volta per volta x\y^z &c. dx^ày^d% 
&c, pel numero 9; la ftefla regola vale per il difFe* 
renziale dì qualunque ordine di (p; cioè il differen- 
xialc deir ordine più alto è eguale alla foni ma di cioc- 
ché diviene il differenziale dell' ordine in? mediatamen- 
te proffimo minore differenziato volta per volta in^ 
fuppo/izione, che flnifca una fola di quelle quantità, che 
fi fuppongono fluire nella totalità. Prima di finire fa- 
rà bene richiamare alla memoria il lignificato di que* 

Ila efpreffione (-7^) ^^ notato in altro luogo; 

tale efpreffione altro non fignifica Te non che (p è (la- 
ta 'tlrflFerenziàtà in fuppofìzione di x folaraente fluen- 

te; la efpreffione poi (v^V fignifica che dcp h flata-* 

differenziata in fuppòfizione deHa fola x fluente , e 
•divifa' per rf x ; alle volte fl lafciàno le parerttefi quan** 
4o nt)n vi è timore di equivoco , • 

- XII. Facciamo altresì riflettere in quefto Capo > 
xhe da qualunque equazione iia poffibilé faré'^^a^ 
jire. una coftante col differenziare V Equazione. 5ìa-# 
per eferopio x'3-f-.x?.jy*-4ir^i»*x + 4i = ò , farà pertian- 
tO 11= — x5 — x^y -r- A* X, ;- ^ / pér^ò - differonziandoi 
.avremo = — ^x^d x — • zxyd x — x* dy ^ b^ d xi 
equazione differenziale » in cui manca una coftante ^ 
che era nella equazione propofta; La Equazione dif- 
ferenziale fi feriva così i^ = — 5 ^« — 2 x y — x^ -^1 

diiFerenziando di nuo^o farà -^z-^Ó xd x — 4 x dy--. 

dN ,-F ;^ .. 

2ydx^x^JjL equazione differenziale di fecondo gradojin 

G g 2 ' cui 



il6 LIBRO 111. 

^ul manca una coftante ^ che è in quella di primo gra- 
do ; ed in cui mancano due coftanti per riguardo al* 
la propofta Equazione; adunque ogni volta che fi dif- 
ferenzia li potrà dalla equazione rare fparire una co- 
fiante • Collo fteifo metodo (i potrà fare fparire una^ 
variabile > un radicale > una quantità crafcendente &c.; 

Sia per efcrapio j = x /x , farà 2. = /x, e differen- 
alando avremo ^~^^ ^ ' = — > oflla xdx—xdy 

XXX 

7/^x.8i potrà ancora fare fparire una variabile coi 

fuòi diiferenziall : la equazione propofta rifoluta ri> 
fpL'ttivamente ad una variabile fia jf = X, farà X fuop 
zione della fola x ; dunque differenziando avremo 
4/jf =: 4? X j e tornando a diffeienziare fupponendo dj 
coftante farà ezizd dX ^ equazione in cui manca una 
variabile coi fuoi differenziali* Colla diiferenziazioue 
fi tolgono ancora dalla equazione gli efponenci inde* 
finiti 5 e fratti Sia la equazione j** =: ( «e a — xx}*^ 
differenziando farà mf^^^dy— — inx{aa — xx)"-*/x, 
c dividendo quella Equazione differenziale per r equap 

- ^a - ^ A mdy "^Ztix dx 

zione finita j farà -L r=: .^ equazione m 

- / p à a ^x X 

cui mancano gli riponenti • I^n m dilungherò in fa* 
re riflettere ) che fé col mezzo della equazione pro- 
pofta fi prenda un. valore di una variabile , e fi fofti* 
tuifca nella equazione differenziale nata dalla propofta^ 
venga con tale foftituziotic a cangiarC la forma delia e- 
quazione differenziale; e comecché quefte foffituzioni fi 
poffono fare in molte, guife 1 fpecialmen^e fé la equa- 
zione propofta fi moltiplichi per una funzione di x ^y; 
2uindi la equazione difierenziale potrà prendere divei^ 
flimi afpetti^ quantunque fofianzialmcnte fia la ftef- 

fa> 
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A; cioè a cui loddisfaccia la ftefla relazione fra x^y. 
Maggiore numero di variazioni poflbno darfi nelle c- 
quazioni differenziali di gradi più elevati , foftituendo- 
vi i valori delle variabili, o dei loro differenziali dati 
per le equazioni diffeienziali di gradp meno elevato . 
Quefte eflendo cofe facili a comprenderfi non merita- 
no fpiegazione . 

CAPO li. 

Delle Vormele /Hferenziali Jìgnìficauti , * delle 

formile i^rde . 

1. pOfto fdxz=dyy fi avrà ^ = 1'» (?èqaaJ»»«- 

que funzione di x , ed j ) ; perchè appooto ^ può 

fignificare qualunque funzione di x, j; perciò la for- 
inola 4^ , fi chiama fignìficante . Differenziando fdx 
• * dp 

=zdy,Ci ivtàfd d x-^ d fd x = d dy ; mi è df = j^ 

d x-f li dy Cap.i. n.i i ; dunque {zApdd x-+--t^ d xM* 
dy 

it dydx-=iddy; ed eflèndo fdxs^dy.tixkfddx 
dy 

^il rfx»-f.l^.^ix« = /ii/jfj dunque j^+^T^ 

dx dy '*'' "^ 

_ ddy-^pddx _ dxddy^dyddx ^^ ^^ 

dx* dx* 

fflo- 
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mota adunque , qualunque ila la relazione fra x , j , 
onde fia pdxz=idy^ fignificherà Czm^xt una funzione 

di» i/ fi 

di X) J5 che farà = — ? 4^;^--i j e così feguitando 

dx d y 

7^ differenziare (i potranno trovare formole contenen- 
ti differenziali più elevati, le quali fìgnifìcheranno u- 
na funzione di x, j qualunque fia la relazione fra^ 
quelle variabili • 

IL AI contrario poi la fofmola , , . =p -t-^ 

d d X 



( 



-jL -f- /^ -J. ^ YT^ ^^^ ^ fignificazione alcuna , ec* 



ccttuatonc il cafo 5 in cui fia ^^f^zzzo^ perchè 

dx dy 

d x^ 
^ formo!» jj-y da cui dipende il fignificatodiquel- 

la, è fenza alcuna fignificazione , eflendo i dx,eddx 
del tutto arbitrari; adunque per rendere fignificantt# 

la formola iJL , e perciò V altra —2 bifoena fif- 
fare il fignificato della formola -j--tL , il che 11 ottic- 

d d*x 

ne fupponendo collante una funzione delle x^ y e lo- 
ro differenziali primi 5 ovvero di una variabile fola e 
«Iella fua differenza , la quale funzione dz duy me* 
diante la equazione p d x:=dy ^ fi troverà rf« eguale a 
i d Xi denotando £ una funzione di x , y; impercioc- 
ché dovendo cflere du=zm dx^ndy^ farà du = 
mdx^njdxy e pofta «+ «/^mz^jfarà d'u — zdxj 
in appreflo mi fervo fpeflb di fimìle cfpreffionc com- 
:: pen- 
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pendiofa) di cui farà per altro noto il 6gnificato;dun* 
que avereino d d uzizd^d x ^z^d d xz=, o; ma dzGi 
può ridurre ^t^ d x ; dunque^ x>' d x^ -^z dd x:=:o ^e 

d X* Zf 

— -— = funzione di Xj jfj foftituito quello va- 

d d X z» 

Jore nella equazione - — — =ù+ f— £4-*-^) x 

d d X \dx dj/ 

d X* ^ ddj ddy % % 

(JLj^P 'a ; quefta equazione pertanto differenzio* 

differenziale , in cui fi è Tuppofta coftante du^tz cui 
foddisfà la equazione primo differenziale pd xz=dy y 
à la relazione dei fecondi differenziali fignificante » 
Quando per la rifoluzione dei problemi fi ricorre ai 
differenziali) non li à certamente confiderazione alla 
loro quantità aifoluta , che non è poffibile ) eifendo le 
quantità infinitefime di loro natura indeterminate Gap» 
i«I. i.n.3.;mafià ccnfiderazione alla loro relazione > 
la quale^ acciocché fia di ufo^ conviene , che fia ftabile 
in termini finiti, il che appunto fi ottiene introducendo 
Bella equazione difFerenzio^difierenziale la collante du^ 

d d f 

IIL Quello che fi è detto della formola , ■. ^ ■. 

4 dx. 

d^ y 

▼ale generalmente della formola ,^^ » cioè maF quc^ 

ila formola non avrà relazione ftabile ^efpreiTa in tee-* 
mini finiti ) ( eccettuiti* alcuni cafi* ) fènza ricor» 
rere alla collante du come fopra; in tal cafo elTen* 

do la formola ^ fignificante td eguaFe ia confè- 
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gaenza ad una funzione di x , jr ) che chiamo r > fari 

i^'l =:r; onde ddy = rddxt e d>yz=:drddx-+- 

d d X ^ 

d^t drddx .»• jj^_ 

m Ai )( ;e -- = !■ 4-^/ ^^ ibbizmoddx^z 

dix dix 

_ÌÌ— , e chiamando -— =#, onde da rf^x = 

f ix»,abbiamo di x :=z d t d x* -{- it dxAàx-=.dtdit^ 
-4- 1 1» </ xJ ; e pofto dtz=.r'dxi e r'-hat* = '> »«>• 

biamo tdxizz.dix; dunque foftituendo larà~-= r 
jlJSL; finalmente polla dr:=:s'dy^ farà !-»'= 

fin . Nella fteffa maniera fi dimoftra , che mediante 

la coftanteiftt fi rendano fignificanti le relazioni del 
differenziali più elevati > che fenza tal fuppofto fareb- 
bero in fignificanti . . 

IV. Qualunque equazione figfiificante ^ cioè cho 
à la relazione dei difi^rcnziaii (ìgnificante , fi può ef- 
primere in maniera , che non comparifcano i differen- 
ziali . Comecché per ottenere la equazione fignificafr 
te è neceflaria ìz du collante, pofto che pdxz=:dj cf- 
prima la relazione dei primi dififetenziali , fi otterri 

duz=ztbdx : onde rfx=— , e t rfx=:— rf« = ^ifi 

differenziand o dx:^ ^^ in fuppofizione ^du coflan- 

te 
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te farà ddx:=zdud — ; ma 7^ contiene le variabili 

;& 

* 5 J 3 Pi dunque d — conterrà 1 oltre le variabili , i 

dx^ dyy dp; ma i dxj dy fono dati per du e lo 
variabili predette ; adunque idx fera data per d u , 
df^ e le fopradette variabili; così fi dimoftra , ch^^ 
d^x iia dato per le variabili anzidette • e per du^ 
dp ^ ddp; ciocché (i è dinK>ftrato dei ddx^ d^xSic. 
fi <Iiinoftra ancora dei d dj > d^y &c. differenziando 

la equazione I^duzzidy^ dunque fatte le foftitnzio- 

ni in una equazione differenziale di qualunque ordi« 
ne ) che chiamo (|) = o, farà d(^ funzione di M^y^py 
du^ddp &c. pongali ora d p^zzq d u yùak ddpzzzdqdu^ 
e fatta rduz=.dq &c., farà q)=o funzione delle va* 
Tiabili X ^y^t yq ^r-y effendo la equazione divifibile per 
una potdtà àìàu^ Ipariranno ì du. Ordinariamente 

S[uando le circoftanze non richiedono il contrario fi 
iiole porre duz^dx coftantC) da cui ne viene che 
fia ddxzinoy d^xz=:o &c. s e perciò nella equazione 
rimangono foltanto i differenziali alti di j ^ i quali fi 
poffono eliminare ponendo pd xz=,dyydpd x=^q d x* 
zrzd^yy d qd x^zrzr dx^zzzd^y ^ perchè elfendo la e* 
quazlone divifibile per una poteftà dì dx refterà ella 
una funzione x , ^ , py^t> ^ > ^ &<^* Quefta. equai^ione 
contiene la relazione fra x ed j talmente , che polla 
d (p funzione di xy y y p y onde fia per efempio x p^ 
'^xyp -H j5 = o, a cui corriipondc la equazione.-^ 

differenziale ^LJL -i^xy -r^'^y^zzoisixdi^^ 

dx^ ^ dx ' ^ ^ . 

y¥dydx+yi dy^ ss 0; fé fi fciolga la equai^i^ne a; f^* 

9èm.lL Hh -^pcyp 
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+ ^J?+y = ^> e il ritrovino i valori di ^datìpfr 
X ^ y i l* integrale delia equazione pdxzndy^ fod- 
disfarà ancora alla equazione xdy^^xydjjx^ 
yi dy* . Adunque i problemi fpettanti la integrazione 
delle formole , e delle equazioni differenziali fi poffo- 
no proporre nella feguente maniera : Data una equa- 
telone fra X , j ^ ^ ^ q ^ r &c. cioè una equazione fra 
le variabili , e le relazioni dei loro differenziali , ri- 
trovare la funzione di x, ji ^ che foddisfaccia alla e* 
quazione propofta ; il Signor Leonardo Eulero celeber- 
rimo Algebrica confiderà i problemi di calcolo ioce* 
graie fotto qucfto appetto • 

V. Pofto che in una formola differenziale, cho 
chiamo. Cp fia ftata fuppofta collante i/«, fi potrà , quan- 
do fi voglia ritornare nella fuppofizìone di neffuna^ 
coftailtc nella maniera , che fegue . Si riduca (p a fun- 
zione di X i y % f y q ^ fy s &c. come abbiamo infe- 
gnato al numero 4. ;Effendo ivi pdx=:dy, fupponen- 

do nefluna fluffionc coftante ÙLxkdp= i^^J_£yzdJLÌÌf ; 

j< X* * 

_„ 1^ ^ Jp dxddy — dyddx ^ ^. , 

onde qz:z^z=, i 1 , e foftituendo 

dm dx^du 

nella equazione data per x ^ j^ p ^ q^ r Scc. i valori 
di f , ^ > r &c. dati per x , j e loro differenziali , fi 
otterrà una formola, in fuppofizìone dì neffuna co- 
lante; da quella fuppofizìone fi potrà quando fi vo- 
glia paffare ad altra coftante come piacerà • Si noti 
che qualunque coftante fi prenda fi arriverà Tempro 
eliminando i differenziali ad una formola , data per 
^j^5 f>^> r &c. della ftcffa numero forma; al con- 
trario introducendo i differenziali la forma della equa- 
zione farà diverfiffima e cangierà al cangiarfi della co- 
ftante ; daoque in qualunque Tuppofizioue iempre xi« 

flflSlf* 
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itHtrrà la ftefla funzione di x y y che foddisfà al pto» 
blema ; la relazione poi dei differenziali fuperiori fa- 
rà diverfa e cangierà al cangiarli della coftante 5 e neN 
la fuppofizione di nefTuna coftante farà va^a ed inde- 
terminata, eccettuaci alcuni cafi particolari. 

VI. Le forinole difTerenzìali alTurde fono (quelle , 
che non poflbno mal nafcere dalia differenziazione di 
alcuna formola finita; ed in realtà riflettendo .alla ma* 
niera di differenziare fi offerverà , €h€ le combinazio- 
ni dei difTerenziali fra loro , e colle variabili include 
alcune condizioni, le quali faranno nccelfarie nelle^ 
formole differenziali , acciocché fieno effe capaci di 
integrazione. Molti fono i metodi per accertarfi fcle 
formole fieno delle poifibili a ricevere integrazione, i 
quali metodi fon© flati ritrovati riflettendo ali* anda- 
mento, che fi tiene nel prendere le differenze ; di que- 
fli qui ne porteremo alcuni . In primo luogo quando , 
la formola .differenziale propofla non fupponga fluflio- 
ne alcuna coftante, frapponendo coftante la ?x, e po- 
nendo pdxz=:dyy fi riduca efla a funzione di x, j, 
T^ q^ r &c. indi fi pafli un' altra volta alla fuppofi- 
zione di ^x fluente , come fi è infegnato al numero 
5. Se Ja formola che di nuovo tfafce per la fuppofi- 
zione di d x fluente fia foftanzialmente diverfa daila^ 
propofta; allora fi può conchiudere che la propofta è af- 
lurda; perchè le formole reali in qualunque fuppofi- 
zione non cangiano mai la relazione fra x, yi i^che 
non avverrebbe fé le due predette formole foflero fo- 
fianzialmenie diverfe . Se poi non fono diverfe , ciò 
a-viene nella maniera che fegue • Sia la equazione^ . 
Fdd x+ Hd dy-{-Rdx*^Sdxdy^Tdy^ — OyZ 
cui fi poflbno ridurre tutte le equazioni differenzio- 
differenziali , in quefta non fuppongafi coftante alcuna; 
fi paffi ora alla luppofizione di ^x coftante, e fi ri- 
li h 2 <luca 
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duca la ctttazione a funzione di ^ s Jf ) ^ » 9 ; a^epo 
in primo luogo ddxzzzo; e pofta pdxz=:dy , £uà 
dfdxz::;zddy^e pofta inoltre dp:=qdxy ùixkqd>fl 

r= // i/j; onde foftituendo fi otterrà Qj ^R ^Sf^ 
Tf=.o. Si pafli ora alla fuppofizione di ^x flueate» 

comecché è;.= il , ÙLik d p = Ìl^:rJl^JjÌ , 

onde ^= II. ) efeguite pertanto \^ 

Xoftitazioni ritorna la. equazione coi difFeienziali della 

Xegttente forma Qd dj — QJydd^x . ^ ^ ^1 ^ 

dx 

Sdxdg-^Tdy^ziio. La quale converrà colla pr©- 
pofta fc fia V^^^J. , Sìa propofta da cfaminarfi 

la formola yddy^ «'j*^- x /f /? x 4- Ìx*= 0, avremo 
P i= X , i2j=j' ,; onde la equazione di condiziono 

^ = — ~— diverrà x = — 2iÌ; e perciò x J x 

4-Jf''j = ^- Per vedere fé fuflTifte quefta /equazipne la 
^differenzio j ed ottengo x d d x -H-rf«* ^ yidj 
•^dy^zzzo ; equazione identica coila propofta, e per- 
ciò r integrale della equazione x //x -V J ^Jf = Oj cioè 
^* 4-^** = ^* foddisfarà alla propofta equazione diffc* 
renzio differenziale • Vogliafi ^faminare la equazione 
differenzio-differenziale yddx^xddy — dxdyz=:o 
in cui ncfluna fiuffione è fiata prefa coftante. Sarà 

^=J>i2i=^;e i^erciò j = _ il— ) onde j^^x^ 

d X • •^ 

xdy = oj dunque xy^Azzo integrale di quefta^ 

•- do** 
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dovrebbe foddisfarc alla propofta equazione; per ac- 
certarmene differenzio ydx+xdj-nzoy e ritroiio 
yddx-^xddy^idxiy^Oy fottrattà (juefta dal- 
la propofla abbiamo — gd x dy::izo^ e foftitucndo — 

X d N ^ X d *v 

— in luogo dì dx farà -2 1^ = o , cioè xzzlo; 

y 3 

il che repugna còlla equazione xj«4-iJ=r: t> ; quello 
inconveniente mi indica, che la propòfta formola dif- 
ferenzio-diiFerenziale è aflhrda . Qaandb poi accade che 

-la equazione Pc-*-— -^ dà o=iO) allora non avrò 

dx 

«equazione data per i primi differenziali ^ da cui fi pof- 
fa ricavare la relazione fra x , j , * provare fé effÌL* 
foddisfaccia o non foddisfaccia alla propòfta differen- 
ziale ; oofa fi dee da ciò inferire ? io dico , che fé (i 
fappia ) che la trasformata (ia poffiblle e non aflurda^ 
lo farà ancora la propòfta ; fé poi niente fi fappia del- 
ia trasformata , niente ancora fi potrà decidere della 
propòfta, giacché in ^ueflo'cafo la- trasformata e la 
propo6a Ibno ideotiehe • 

VII. !:• ,equazh)ni che <bno aifurde in iuppofizio- 
oe di nt^bua. cofttnré tf poflbno rendere non aifurde 
iupponendo una iiuffione coftante ^ Sia^ la equazione 
yddx^xddy*^^dxd^:=zOi in^ui nefluna fkiffione 
h coftante , e che in tale ftata è aflTufda • Suppongali 

ddy 
d X coftante , avremo xddy^sid xdy% oifia ~7-^ se 

, ed integrando rfjfirxV^ifj^onde j=:>— «Suppon* 

gafi coftante jix in vece di dx^UAyddx-i-dxdy 
:=zoi onde foftitncndo avremo xddy^xdydxz=:$^ 

cioè 
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cioè - ■ - - = ) ^d integrandi dj zza x^.jdx; 

d y a x^ 
dunque — zizax^ d x ^ ed integrando / j = . 

J 3 

Dunque Aipponendo qualche fluilìonecoftan te nella fot* 
mola aiTurda propofta) viene efla a renderai non afTurda. 
Si oflervi per altro che al cangiare della coftante fi 
cangia ancora U relazione tra x ^ j ; il che appunto 
indica che la formola propofta fenza fupporre coftan- 
te è aflfurda ; quindi (ì può ftabilire una regola per co- 
nofcere le formole ( in cui non fi fuppone coftantc ) 
afliirde dalle reali; fé prefa qualunque collante pofla 
ottenerfi femjpre la fteifa relazione fra x ^y la formo- 
la è reale ; le mutata coftante fi muta relazione tra 
X ^ y 1^ fermola è aflurda • I principi di cui fin' ora 
ci fiamo ferviti per ftabilire le condizioni neceflàrie , 
acciocché le formole differenzio-dìiFerenziaU non fieno 
aflurdC) ci approno la ftrada ancora per efaminare le 
formole differenziali di gradi più elevati; anzi per Je 
formole ancora che contengo più di due variabili ^ e 
loro differcQtiali ^ le quali cofe benché non fien^ dif- 
ficili tenendo dietro alle cofe fin qui date; richiedo- 
no per altro molta fagacità uell' Anaii/ìa . 

Vili. Altro metodo di diftinguere le. formole af- 
furde dalle non afìfurde 9 il quale è generaliflimo ^ e 
comprende qualunque forte di formole ^ ci à dato il 
Signor Conderfet « che io brevemente qui ^fpongo . Sia 

dx:=p9 d dx=:dpz=qy di x=:d^pz^dq =:r&C.; e 

fiz cp una funzione di x,/», ^, r &c. fi differenzi Cp ,' 
onde fia d ^=A£ d x^P dp -^Q^ q^Rdr 6rc. io dì- 
co 5 che non potrà cp avere integrale immediatamente 
proffimò, fé non fi verifica la ft^uente equazione Af— 
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dVJ^i^ Qj-« tfi K &c. = , cioè ie tutti qocfli termini 

non fi elidano. Supponiamo che V integrale di ^ fia 

dTC d ^ d p 

Tc: differenuando tf avremo dicz:z —-dx i ' ■ ' — =^ 

r 

« ■ t - , &c. identico con ò; awertafi che in tt come 

dq * 

integrale immediatamente profiimo òì^ noniideetro* 
▼are la r offia d^ x , che è il differenziale più alto di 
<{). Si differenzi di nuovo quella equazione ed 



d q d -; — !«.— • //r =i/4?;ma abbiamo Ì(hz=iMdac 

d q dq - ^ ^ 



*-^ Pi^/^-f-X^j^f-f- Rir ; dunque il primo membro 
della prima equauone , dovrà eflere identico col {e* 
condo membro della feconda; e perciò paragonando 
i coefficienti Aìdxydfydq^drù ritroverà M:=i 

rfx dx d f ^^ df dq^ dq^ 

renziata la feconda di quefte equazioni e fottratta dalla 

d TT 

prima farà M^dTz=>~^d^^^ ; con quella fommatala 

terza differenziata due volte farà M-^dt ^d^ Q=z 

die \ 

d^ — - ; (bttratca finalmente da quella la ^arta diffe- 

^^ 
renziata tre volte farà M — dT^d^ Q^^d^Km^ 
come fi doveva dimoftrare • Quefta liltima equazione 
fi chiama equazione di condizioni nectflaria acciocché 
la formola ^ ammetta 1' integrale immediatamente 

prof. 
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profifDO. Se io ^ vi fieno diflEerenziali più alti della 
X per efcmpio d^x; fi ponga d^x:^f^ onde <p fia 
funzione di x , f^q^ r, /, e d Opzz: Md x-^-Pdf-h 

i s ; la equazione dì condizione fa- 



QJlq^Rir^^a s\ la eqùazi 
rà M— rfP + ^»Qj— rf3/{^.4/4 S = (?; farà dunque 
chiaro camc fi dee procedere (è fieao in ^ difFcren* 
ziali più alti di x , 

IX. Pofto che (() fia una funzione di più variabi- 
t>ili e loro rifpettivi differenziaU col metodo del nu* 
merqt precedente fi prova) che per ciafcuiia variabile 
ed i di lei differenziali dee valere una equazione di con- 
dizione della medefi(Da form^vC trovata nella *ft<^a 
maniera con cui fi è operato rifpettiTaroenfle alla x ed 

i dì lei dilferenziali ; altrimenti la funzione ^non avrà 
integrale immediatamente proifimo ; avvertafi che nel* 
la prefente fuppofizione di più variabili, le M» P| i^ 
&c. faranno funzioni di più variabili e loro di/Fereit* 
ziali ; le quali quantità fi dovranno fupporre tutte flui- 
re in ciafcuna equazione di condizione ; come Io efi- 
gè il metodo , con cui fi trovano dette equazioni . 

X. Si voglia prefentemente fapere che condizio- 
ni debba avere (^ funzione di x, dx ^ ddx &c. oA 
fia di X , ;^ ) 9 9 &c« acciocché polfa ammettere due 
integrazioni. Si fupponga X integrale proffimo di ^j 
e TT integrale proifimo ^i (^ . Pel nun. 8. non potrà 

^ avere P integrale X fé non, fia '^ T'^^^T" 



Kdrtìic. abbUmo JP;=;^4.rf £5, j8j= ^ + 

dx dfdf 

i !^,R=^nu.f.; dnnque farà Ìl^F^d^^i=P 
dq dq dx ^ , df 

^dO^ 



e A PO rr. ^ 449 

À QJir <i» — = P — ^ Q^ d* i? ; fitnilmente farà' 

dq , ^ 

^r=0--rfR,e^=:Rj tóftituifcanfi t vak>rf <Jl 

'/Ttt i^;r ^^ ,, dir '-'j dm /wd^K- 
-— , — , — nella equazione <» -t- +^ -t" 

.^x df dq ^ dx df dq 

rzza, farà P — ii i2^^*. d^K — rf jQj4r.rf*.R-+-y* R = 
I^ — 1 d Q-f- J ^* ^ = ^ feconda equazione. di condi- 
2»ione chcBee* avere ìaformola (^ acciocché pofla^ 
ammettere due integrazioni . 

XL Con quèfto metodo, fi^xitiova, che fé (p cod* 
tenga per efempio i differenziali quarti di x , cioè fé 
(|p Ha funzione di x^p^q^r^ x. fieno niceilàrie quattro 
fèquazioni di condizione acciocché dp ammetta i' inte* 
graie in termini Tìniti ; pófto dunque d(pz=.M d x-^ 
F dp-^ Qjq-^Kdr^S d s le quajttro equazioni di 
condizione faranno le feguenti (i) M-^dV^d^Q^ 
^d^K-{-d^S^o; (2) P —idQ^id^K — Ad^S 
= 0,(3) Q^— ^dR'+ód^Sz^o , (4)* — 9 //S=^ 
A coefficienti, numerici dei terf{iiai^Q.Ua prilla vcoftituì- 
^.fcono U9a ferie di unità; i coeifici^qti della feco^^ 
una. ferie proveniente dalla {pmma indeterminata del- 
la prima. ftric> che è^<iutlìa dei ifuireri» tiaurali^ ti 
coefficienti della tl^rza danno la ferie proveniente dal- 
la' fomma della feconda; quelli della quarta** tana fè- 
rie proveniente; dalla foroma della' ter2>a. Da quanto 
fi è detto apparifce come fi dee operare IF'ih Op ffg- 
. no diflferdfiziali più altj. della. ^. 

Xri. Se 9 na una funzióne di x, dx^ ddxSiC^^ 

y 9 dy ^ ddy &c. acciocché Cp ammetta un* integrale 

,.che fia funzione di x,jf cioè in termini finiti ; rifpet- 

. tivamente a}Ia j^^e fuoi differenziali devono valere e- 

, fom\ li. ' " ' Pi qua-* 
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^azioni analoghe a quelle y che fi fono nel numera 
precedente determtfiate rifpetttvameme alla x y e fiiof 
differenziali ; Io fteflo dicafi fé (p fia funzione di x j 
jr, 35 e loro di£C:rcnzaaIi ; cioè rìrpettìvamente a daj- 
fcurta variabile devono valere altrettante ectoazioiìi 
della ftefla forma y che fi /bno ritrovate per la x r 
Voglìafi elaminare che condizione debba avere ui % 
^v^dy ^ in cui ir> «r fono funzioni di x , r fbltanro, 
acciocché eflà fia iotegrabiIe«. DifFerenzk> la formoli 

in fuppofizione di x fluente e trovo M =: — ix ^ 

zZ. djf e differenziaiido la ftefla fbraob ia Tappa* 
dx 

ITzione ài dx fluente avremo Fz=zu; onde dovendo 

crcrc M~i£f = (^farà^'';'^%'^^/^^^if<r = #. 

dx dx 

equazione di condizione .. Se fi fupponi^ fluire fa loia x^ 

i3Uri i/ «==-— i/ X 1 onde .-^l-^=z^« offia 9:=rO|r cioè neU^ 
dx dx 

foi^mola propofta dee mancare il térmrne vd^fCd^ 
per fé ftefla manifefta . Se fiippongo* fluire anco» 

la jr fi ritrova dw^z^J^d x^ Jt dj ^ e perciò (o* 

dx dy 

flituenda nella equazione di condizione avremo 

dv , du.df . * /► » à'tf du 

•r- • • J ; — ^ = ^ / Cioè (ara — - =: -r-> come-^ 

dx ^ dy dx dy 

abbiamo ritrovato nel Capo j. L. i. La ftefla equa* 
zione fi ritrova (e fl operi riipettivamente arf jy co* 
me fi è operato in riguardo ad x. 

XIII. Paflkmo ora a confiderà re <f) funzione di X)jr 
e loro difterenziali non già lotto aipett^ di fòrmola» 

ma 
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msL di equazione onde ùztpzz:^. Accipcchè (p in q^ucr 
ào cafo fia integrabile devono aver luogo le ttctCe e- 

Siazioni di condizione come Te <^ foflt una formola i 
crlmenti ^ z=:o non è int^abile ; quantunque pcf 
altro (p n^ a non iia integrabile ciò non oftante. lo po«' 
trebbe eflere Te fi moltiplichi per ^r funiione dix^jj 
t loro differenzia:!!, onde fia ^(p=r^; ancora in^que-^ 
fia ipoteli (|) dee aviere alcune condizioni altrìitifìntl 
ne tampoco moltiplicata per qualunque funzione ^po* 
tra rendeili integrabile. Ecco il metodo per fcoprire 
le condizioni opportune. Pongati ài folitoinTreptaifir 
=:py i^xzzzq^ dy^=ip\ ddyrizq* ; dipoi fi diflPercti- 

zi la equazione ^^r=i^) farà ^0^^) =7ri^-f-(j>//7r 
zsa^ ma ^àtità^ss^ 4(p:^ Hd ^^ P d f^Qi ql^^M dy 



^r^4f'^^dq\ e dlt:=zM''dx-^P''df^Qyq 

^'\df^i^ d(fi dunque foftituendonel- 



Wdy^ 
lai equazione ^dé^df^ dmzrio \ valori di da^^dm^^ 
prendendo i coefficienti di^^X) df^ dq^ dy^dfdq^ 
dovrà eflere'pelr le^ cofe dettene! imilk.& tt M^-^ M^ 

cifferenziando attualmente e trafcuranSo in feguito tut<> 
ti 1 termini moltiplicati per q) > dc^ydc^ perche (p^ 
dipyd*^ fono eguali a zero; fi troverà 
^{M-^P^d^&y^dfTi^F^ld D^-^d^r^Q^ps^ 

fatte fvanire col mezzo di quete due equazionila 'tc» 
e le fue differenze ; fi avrà la equazione di condizio» 
ne per la equazione (lp=:o ^ acciocché efla pofla aqy* 
mettere V intej^ale immediatamente profllmo • Io gra- 
zia dei Giovani indicherò il metodo da tenériì per fi^ 
fé fvanire una variabile e le Tue differenze adoperan- 
do due equazioni. Steno quefte equazioni Mx^hd'^ 
^ddx:=.Oy é'x-^h'dx^ddxzizoi togliendo la 

Ila fipcon* 
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feconda dalla prima farà a—a^ . x ^ h — b^d »cz=io;e 
differenziand o qucft a avremo xd ( a-^ a') ^ d 9c 

d ( b-^b' )+a—a'dx^ b—b' dd xzzzq; col mezzo di 
quefte tre equazioni ne troveremo due > in cui vi fa- 
ranno i foli primi differenziali. di x ,. e perciò arrive- 
rò ad una equazione , in cui vi farà.laibla Xy la qua» 
le equazione dif&rènziata, darà la terza equazione eoa 
la fola d X ; col mezzo delle tre equazioni , in cui vi 
fono le fole, ^X) arrivo a due equazioni con la fola 
X e finajmence da quefte fi fa paffaggio ad una ^ ìil« 
cui manc£^ ancora la x • . 

XIV. Sia 0) =:«//x-+-«'Vy==/? Jatto il confron- 

u u 

to colle equazioni del nàm. 6* avremo Mzzz-'—àx 

dx 

dx " '^y ^3 

e .petciò ' le equazioni it ( M ^ d P} -»i fc F = > 

ff(M' ^dr ) — d it F = , diverranno itdx. ~ + 

dx 

' j dv , , , du ' . dv 

ax dy dy 

^m d-^ — vdittzoi è fottrami dalla prima molti» 

plicata per v la feconda moltipUcata per u naiceri 

j du j dv . dv . 

firfx.-j \-vdy. .5 vdu — ud't >udxx 

dx "^ dx ^J 

-j-^-^^dv:^ ft; ma abbiamo rf« cu— ^rfx-h-^rfr; 
^J- » - . / dx dy ^' 

j dv dv 

« ««««^ , dx^ j- dy; dynque fottituendo avrc- 

. ' t mo 
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offia vdy^udx-=LO\ che è la equazione propofta 
e perciò farà fempre poffibile col mezzo di un molti- 
plicatore, rendere integrabile la predetta equazione 
quando talcjficcome vien propofta, non lo fia • 

XV. Una qualunque ^ funzióne di x , j e loro 
differenziali col mezzo delle foftituzioni d x =: f ^ 
dd xz=zq , dyzzzp\ddy = q' &c. fi può ridurre a-. 
una funzione ài x j y ^ f^ ^y f\ ?' &c. , e loro dif- 
ferenziali primi • La funzione (p cosi confiderata fia 
eguale M d x+M dy^Pdp^ 4- Qji y-f-^' d f-tQid:q\; 
fi fuppongano variàbili le fole Xyj; dovrS eifère 

d M d W ^ ^ ^ . . . .,, 

— - = -~-* pel num. 5*; fiippot^endo variabili x ^ f 

•i Jr m X 

ibitanto dovrà eflete -; — = -r- > e così via difcorren- 

d f. a X 

do /.onde fupponeodole tutte variare , nafceranno tan- 
te equazioni di" cbndizione qiragti fono gli' ambi delle 
^Q'àriàbili , rè quali^ equazioni tutte H dovranno verifi- 
cate, acciocché ^ ammetta reintegrale immediata- 
mente profiimo. Ecco adunque un altro criterio per 
coBofcere fé le formole difìferenziali ammettano inte^ 
^rale, il quale criterio ia fofianza fi riduca* a quello 
iche abbiamo di fopsa recato,. ed il quale e -ancora 
applicabile alle equazioni • Se la equazione ficcome 
vien propofta non à le condizioni . neceftarie perla in- 
tegrazione ; alle volte > ficcome diiTemo, fi potrà ren- 
dere tale, che ie abbia, moltiplicandola per una fun- 
zione delle di. lei. variabili , ma fono neceifarie in eC- 
ie alcune, condizioni; il^prcfenie metodoj. ciTcoprirà 
-fé la equazione propofta fi poffa rendere integrabik 
<on un moltiplicatore. Sia la .equazione Ma' ^-bN^fjf 

+ P dp 
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^P d pz^ó; Ci mojdpnchi per ir onde fia "KMdx-^ 
^ K iiy+^ P Jfzszo . Il prefience metodo eiìgc, ac- 
ciocché k equazione fia incegrabile 5 che uà 

^ dx dx dp df dx 

^«n ^ N . rf P ^ ^''^ ^w p_ 

— i-P=r«;9r-- — ■■ ( ■■ ■ ■■ ■ f< — tt-- -■ — Pz:io, 

dx df df èf df 

Dall' ultima ricavo il valore ._ — , e dalla pemlttma 
il valóre - — > foftitniico quefti valori liella prima e» 

,>./^I* df\ /dM dP\ 

quazione e trovo Mi — _L |_N( — ^— — ì 

^ \df ày/ \di dx) 

, ^^f àì/L dn \ uri 

4- r f -— 1 =ro; equazione che efpriinc la 

condizione neceflam, acciocché \z propofta fi poffa^ 
rendere integrabile col mezzo di un moltiplicatore* 
Avvertati che le Equazioni di condizione per lo pia 
fi verificano per la identità dei termini col Teeno con* 
trario ; mia (e ciò non fucceda , non fi inferita fubi- 
to che la equazione di condizione non fi verifica^* im* 




perimento differenzianda quefta equazione di condì» 
aione fino al grado della propofta equa^one ditfereii» 
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siale , ed indi fra quefte doe facendo i) confronto • 

XVL In quefto Capo eflendo noi ftati coftretti a 
paflai^e per mólte ^ ^ moke ìdee> quindi non ftimo 
fiior di propofito di approffimame le psiacipali nel- 
la iegucnte rec^pitolazione « Io diftingno in primo 
lao^o le formole infignificanti dalle formole aifurde. 
Le inSgpì6czxiU Cono quelle y che non anno ftabile re- 
lazione tra ì dif&renziali alti ; le aflurde fono quel* 
le che non anno integrale ; per me adunqne farà pof- 
fibile > che una formcTa infignìficante non fia aflurda ; 
ed una formola aiurda potrà eflere fignificante » Una 
formola infignificante fi rende ^gnificante col^ mezzo 
della collante » ed il lignificato caii£ia al cangiare del- 
la collante; e comecché mediante la collante fi rende 
ancora reale una formola aiTurda ; quindi fé in una propo* 
fta fòrmolarela fignificante e reale mediante una coftante 
fuccede che mai non fi cai^i la reIa»one fra x t y benché 
li cangi la coftante, la propofta formola farà reale ; fé al 
cangiare della coftante fi cangi oltre il fignificatOf la 
relazione fra Xjj ; la propofta è aflurda . Per tanto 
propofta una formola ^ in cui neflima fluflione fia pre- 
la coftante e fia reale ; al cangiare ddla coftante can* 
gierà fi^nificato ; ma nop già relazione fra x , j ; al 
contrario fé è aflurda cangierà > col mezzo della co- 
ftante e fignificatO; e relazione fra x ^ j , Quando il- 
sa formola aflurda fia refa reale mediante una coftan- 
te^ fé in quefta fi pafli ad altra fuppofizione o di nei- 
funa coftante o di altra cangierà fignificato 9 ma farà 
Tempre reale , ne mai cangierà relazione fra x ^ j ; 
quindi altro è pafiare da una fuppofizione air altra 
coi (oliti metodi ; altro i fuj^orre di slancio varie co*- 
flanti nella propofta / nel primo ca(b le la propofta è 
afiitrday io tutti i paflaggì di una coftante alP altra^ 

6 trova rcnlet e CMCenentc la teda relazione fra x #7; 

al 
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al contrario (upj^onendo nella propofta varie coftanri 
!a relazione fra ic^ y varia. Finalmente una forroola 
àlfurda , benché vi fi fupponga una coftarite , può ri- 
manere aflTurda. Dal confronto della formala propofta 
con una formola ottenuta fupponendo una coftante nella 
propofta e refa con ciò reale , e tornando di nuovo alla, 
tuppofizione di nefliina coftante , fl potrà decidere fc 
la propofta fia reale o no; perchè fé quefte due for- 
inole fono foftanzialmeotc le fteffe la fotmòla prop<s 
fta è reale , altrimenti è alTurda . 
"* Se prendendo una -coftante la formola diventa 
'o±=-o ^ allora la coftante è neceflaria > e contiene h 
relazione fra x , j . - 

C A P O I I I. 

Metodi generali per tentare V integrazione delie farmok 

differenziali di qualunque ordine, 

I. YL ctilcolo integrale è una operazione diaroetral- 
•1 mente oppofta al calcolo differenziale; ofjde lo 
j fcopo del ' calcolo integrale è di determinare quella 
' formoli , che differenziata rfeftituifca la formola dif- 
ferenziale propofta pei* effere integrata. Scarfiffimì fo- 
no i progreffi fa'tti dagli Algebriftì , benché abbiano 
con fudori incredibili tentata la rifoluzione generale 
di quefto famofo Problema, come- fi^ comprenderà chii- 
*"ràmente dalle cofe5*che faremo per dire • Uno dei 
metodi generali per tentare T integrazione delle for- 
' mole differenziali di jgualunquc ordine confitte in pren- 
' dere una formola differenziale generale di un ordine 
qualunque , in differenziarla , ed indi ricavare le re- 
gole per fare ritorno da quefto differenziale al fuo inte- 
grale ; SidXi/x un differenziale gentralf dd' primo or- 
di- 
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dine con una fola variabile; fi differenzi^ e fi avrà, 

Xddx'+'X'dx^ differenziale del fcondo ordine , in cui 

d X 
è X' = . Da ciò ricavo , che una forinola difFe- 

d X 

«enziale del fecondo ordine 9 e di una fola variabile) 
acciocché fia integrabile ) conviene che fi poifa ridur* 
re a quefta forma X dd x + X^ d x^ yin cui fiaXqua* 

lunque funzione di x > ed X' ^=-^ — ; ed il fuo iute* 

«ale farà Xdx-^A. Sia per efempio da integrare 
la formola axxdd x-^za x d^^k^x ddx^bbdx^ 
cx'^ddx — ^cx'^dx*; quefta è eguale ad 



a X X'+'ibx^^^cx''^.dd x^zax^b b — 3 e x-^ d x^; 

dunque avremo X = i^xx4-**x + rx-3,x*zr2/ix 

d X 

^bb — %c x*4 • e comecché fi trova X* = % 

^ dx 

quindi conchiudo che V integrale della propolla for* 

mola h X dx=: a x x^+^b b x-^-ex'^ .J X'^A. 

IL Sia X ddx + X' d X* un differenziale genera- 
le del fecondo ordine contenente una variabile ; X, X^ 
fono due funzioni qualunque di x . Si differenzi que* 
fta formola facendo fluire d Xy ddxy e fi otterd^ 
Xd^x^dXddx^xX'ddxdx+dx^dX ; e fup- 
ponendo dX:=zX'dx, e dX =X''dx^ cioè X^* = 

._. ) ed X'^^ = « Cara il differenziale della prò* 

dx dx ^ 

pofta fbtmola Xif3x-4-X''^xi/i/x-f.2X'ixii/x-^ 
X''' dx^i coti Goefla deefi paragonare nei cafi partir 
còlali la formola differenziale del terzo òriiine 1 che 
fi vuole integrare ^ e fi dee oflervare cofa fieno le^ 
X> X', r^X^^^;cd in feguito vedere fc a verifichi- 
.20». IL K k no 
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no r equazioni X'*=i ^ — ^ X''' = - — i nclcafocfie 

fi verifichino la forraola avrà per integrale Xddx^Tix^i 
altrimenti non potrà affolutamente integrare. Quefto 
metodo come ognun vede può eftenderfi alle formoVe 
differenziali di qualunque ordine ^cfae contengono UW 
fola variabile. 

II L Dalle formole è facile il pailàggio alle equa-» 
Ziioni ; perchè quanto (i è detto delle prime è appli* 
cabile egualmente alle feconde; foltanto intorno a^ 
quefte bifogna avvertire , che quantunque eflTe non ab* 
biano le condizioni neceflàrie per cflère integrate > ed 
in confeguenza non fieno^ certamente integrabili nei/o 
ftato in cui (i trovano ; fi poflfono per altro alle volte 
rendere integrabili y moltiplicandole per una funxioiie 
della Xy che chiamo M nella, maniera, che fegue .Siat 
X i/ 4? 5r -f- X' ^ x^ rr a la. equazione differenziale ge- 
nerale del feconda ordine; fi moltiplichi per M , ed 
avremo MX.dd x r^hM ^^^ ^^^o i accioccchè que- 
ibi fia integràbile Y ^ifegna > che fi irerìficHi quéfta e-- 

quazionc M X' =: -L- 1 (num. x. ); dunque faxa 

X. M. 

tez^t i -Tara e ^ = Af ar> ed Af — *" • , on. 

«te l*ìtitégralfe cercato che flcè' cflèré :sMX<fx=#> 




/ 






farà e dx=,o. Quefto metodo manca trattan-» 

dofi di equazioni fuperiori al fecondo ordine dei diìf- 
ferenziali « 

IV. Dalle formole cìie contengono una variabile 
pafliamo aiie formoJedidue variabili. Sia 7r^x^^q:)^j 
lormola generale, differenziale del primo ordine ch^> 
contenga due variabili -x^y rapprefentando '7r)(|)quar 
kinque funzione di x , j • Si differenzi la predecta for» 
Ada 9 onde iia diz d x-^v^ d dx^d (p d y-+'(p ddy; 
dovendo eflere diK z=i tc' d x-f- Tr'* dy ^ e d(^z=z Xp'Jx 
+ 4>'Vj ; f ^* j^'S^'s <P'^ fono funzioni di x^y ) fa- 
rà la noftra formola generale del fecondo ordine izddx 
^^^dx^^Tt'' dxdy^Cp' dxdy + (lp''dy^ + q>ddyy 
la quale avrà per integrale ird x-^cpdy . Propofta per- 
tanto usa formola dififorenziale del fecondo ordine )a^ 
due variabili ) nella quale (lavi il ddx^ ed infieme il 
ddyy prendali la funzione, che moltiplica il ddx^Q 
fi moltiplichi per àx^ indi quella ) che moltiplica il 
ddy e fi moltiplichi per dy^ e vedafi) fé il difFe- 
icnziale della fomma di quefte due quantità è Isu» 
formola ftefla propofta; fé sì, già fé ne è trovato T 
integrale , fé non T integrale non fi potrà avere • Sia 
per efempio da Integrare la formola axxyddx^ 

%ay xd x*-f-( u x x-^i bb yyxx)d x dy-^b bx^y^ddy 
^zbb xxy dy^ ; oflervo che ax xy moltiplica d dyi 
onde farà ^ =: 4 x xj)r ; fimllmente oflervo che bbx^y^ 
moltiplica d dy^ onde avremo qp r= bb x^y^ , e per- 
ciò conchiudo , che ^ fé la predetta formola è integra* 
bile , avrà per integrale a x x y d x -+- b,b ^^ y^ dy ; e. 
comecché differenziata quefia ultima formola , ne na* 
fce la formola propofta; quindi quella è il vero in te* 
g^le di qtilfta • Non mi dilungherò in applicare il pre* 

K k a fea- 
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fente metodo alle formole differenziali di qualunque 
ordine 9 ed a quelle ancora | in cui fia fuppofta qual- 
che fluflìone collante ; eflendo facile una tale applica- 
zione i in tutti qucfti cafi fi dovrà prendere una for- 
inola generale di un ordine immediatamente minoro 
deir ordine della propofta ; la, qual formola generale 
fi dovrà differenziare fupponendo coftante quella fluf« 
£one, che fi fuppone coftante nella propofta; na/cerà 
pertanto una forinola differenziale dell' ordine deUa 
propofta ; fi offervi in quefta nuova formola , che con* 
dizioni vi fono per cui fi rende integrabile ; fé V iftel- 
fe condizioni ^ fatto, il paragone j fi ritrovano nella 
propofta fi faprà quefta integrare ; altrimenti non À- 
rà integrabile. 

V. La cofa poi va diverfamente trattandoli tìotu 
già delle formole, ma delle equazioni differenziali di 
qualunque ordine a due variabili \ quantunque non ù 
trovino quefte avere le condizioni neceffarie, perchè 
fieno integrabili poffono alle volte , mediante un mol* 
tiplicatore, efferc fufcettibili di integrazione. Se no 
veda un efempio : Sia da integrare la equazione 

^ i^xy^ddy'^^lxy*dy^:=io^ quefta non à le con- 
dizioni neceffarie per clfere integrata . Per vedere fc 
le acquifta moltiplicandola per la variabile n , che fa- 
là una funzione di x, j; provifi fé 1' integrale, che 
allora avrebbe , cioè na x^jd x^nb xy^ dyiziù dif- 
ferenziato, e divifo il differenziale per « dà la equa* 
zìone propofta ; cioè provifi fé può fuffiftere quefta e- 

quamione ax^yddx^ax^dxdy^iaxydx^-h 

d x^y d xd M 

J — ^—4-* xy^À dy^by^ dxdy^lbxy^ if^ 

bxy^dy dn , , . 

r*" ^ ^ = ^0M^yddx-\-iaxydx^^{zax^'\- 

Zby^) 
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2hy^) d ^ dy + b xy^ d Jy^^b xy^ dy^ ; adotti iter* 

• • -ri-, ^y^ydxdn b x'i^ dydn , ^ 

mini ruuita -^—.....-^.-^ 4. ^ ^. = ii xy d x^ 

n n 

^bxy*dy*'+'(ax*^by^)d X dyi e poiché rf«=: 

m^ j «j r 3. Mx^yMdx^ . ax^yVdxdy ^ 
Mdx-^P dyy farà -^ 14- ■ ^ ^H^ 

hxy^Mdxdy bxy^Vdy* j... ,.* 

^ ^^ -+* -^ ■ -^ =:axydx*+bxy^dy^ 



n n 



4- ( tf X» -H * J* ) d xJy j onde bifognerebbe 1 che fi 
Terificaflero quefte tre equazioni ^ ^ =:axyy ci^è 

« - m ' b xy^ F , . • % « » ^ , 

M= — ; — ^ — = b xy*y cioè P = — ; e final- 
X H ^ y 

mente ■ . ^ =:mx^^ by^ • Ma poftì 

n 

in quefta ultima i valori di M^ F rifulta ^=0. Dun- 
que la equazione propofta è integrabile mediante un 
moltiplicatore n . Per ritrovare quefto n vadafi all' e- 
quazione dn zzMdx^Pdy^ che foftituiti i valori 

di M 9 P diventa — = 1 2 , ed integrando fi 

n X y 



avrà In ^=:l X'^ly'=:l xy ; onde «=:xj, e V inte- 
grale della propofta equazione farà a x^y^ dx^^-b x^y^ dy 
r=z . Refta per altro difficiliflìmo generalmente par* 
landò determinare quefto moltiplicatore. 

VI. Le volgari operazioni delP algebra alle vol- 
te fono di non piccolo ajuto per integrare V equazio- 
ni differenziali di qualunque ordine. Sta V equazione 
del fecondo ordine xddy — yddxzizo^ la quale^ 
non può > tal quale è > eflere integrata , fi aggiunga , e 

filol- 
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il tolga il terminò dx^dy y onde fix xd dy-^-Axdjf 

y idx~dxdy=:o^ e fi ritroverà fubito V integra- 

le riccrcaco xdj — ydximzor. Si a V cqxxzziov t j d d j 

r=: //x* , in cui fia prefa ds =. ,^.d x^-^dy^ coftan- 
tc; fi aggiunga alP una., e air altra parte dell' equa- 
zione dy^ ^ onde iia yd dy^ dy^ :=zd x^ ^ dy^'=z d s'^; 
integrando farà y dyz=zsdf + a ds; e di nuovo inte- 
grando farà jjm/x-i-l^i^-Vt /^; dunque s^a=z 
yf yy — e f 5 cioè pofta — bb^aa z=, — ce; à s -=, 

^ t^^^ =: y/Tk^Tf.y^ dy^::z: dx^-^dy^. 

- e d y ^ m 

yj fc^dxz=z equazione 3 che contie- 

V yy —^^ 

ne foltanto le prime differenze . Sfa i' equazione 

F= ^ • — > in cui fi fuppone yd x coftante, 

j^dx^ 

^ V funzione della fola j ; iì moltiplichi qucfta e* 

2 dy * 
quazìone per zdy j ed avremo a Vdy = — 

^ — 1 — 2, ed integrando izxk 2fVdy=. r - 

di^ 
— r — 4- ^ } giacché ydx h coftante • 
y^dx^ 

VII. Alle volte giova fupporre qualche fluffion^^ 
coftante , tenendo la fegueote regola • La equazione^ 
propofta in primo luogo non <lee avere alcuna flufGo- 
ne coftante, e fé mai V avefle fi tramuti in un' altra 
in cui non fiavi alcuna fluffione coftante per le rego- 
le date nel Capo 2. ; indi fi oflervi ^ fé in quefta vi 

fia unO) o più terxiuBi^ i quali moltiplicati per qual* 

che 
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cAe fattore (i rendano integrabili ; quefto integrale a^ 
punto è quella' fluflione che fuppofta coftante ci guida 
alle volte a integrare la equazione propofta » Sia da 
efiere integrata T equazione 
dy^^+^dx^dy^x d xi dy — xdyddx 

neSunsL ffiiflione è cofiante ; oflervo » che i due termi* 
ni d x^dy+xdxddjf ic (i moltipUchina per -_,dU 

dx 

ventano integrabili > eflendo V Integrare Toro x dy ; HipK 
ponga per tanta collante xdj i. differenzianda farà 

rfx dj^xddj:=io^ onde ddrz=: — ^. ^ ; fotti- 

X 

tuendo per d dy il (ita valore -— ^ — ^ y avremo * 

^ dy^^ dx^ ^jr,— xdy ddx — d x^dy , 

1 x^ dj^ 
dy^ -^xdy ddx .•. j, xddy 

•si 1-:^ ; ma abbiamo W^ z=l — i z 

dunque foftituenda r..x -P^d y-ddy^^ddxdydx 
-«— >^M d d y •— ^ d X d d X 

=- — ^ ^ . ^ = 4 it >t ; e comecché abbia» 

•B^-^Jf =^ ■ ' - ■■ « ■ j~: =Sih: J|i «qtnnSone 

^40 XX— i^«x* — 1. 

del 
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del terzo ordine — ^d x idy — 

•L-J— -^T ^ I ^ ; in CUI fu fuppofta 4;»^ 

coftante; quefta fé fi tramuti in un* altra, in cui non 
fiavi alcuna fluffione coftante, ed in feguito fé fup- 
pongafi // j coftante , nafcerà zdjddx^yd^pcT^o^Xt 
quale à per intentale zdsdy + jf ddxzzza dy^ . Si 
noci , che neir aggiungere la coftante bifogna farc^ u- 
fo di quella fluffione, che fi è fuppofta coftante ìil. 
maniera, che tutti i termini della equaiione fieno del- 
lo fteflb ordine, come R vede hi quefto efempio; il 
che bafterà avere una volta notato . 

Vili. Le foftituzioni nelle prefenti ricerche non^ 
fono prive della loro utilità • Sia da integrare T equa- 
zione differenziale di fecondo grado = 



ydx-^xdy ^ .^ ^. ^ f^pp^jj^ y^^ ^xdy invariabl. 

le j fi ponga — = — ; fatte le opportune foftituzioni 
fi otterrà — «Ì4/x=-=2 j^y^^^ • 



•2 _ . * 



V 



ed integrandoi comecché fupponefi co ftante y* d /, fari 

^dt *!• — X dy^ydx 

fazione che coatieae folcanto le prifne ditfèreaze . 
Si moltiplichi quefta equazione pei -~. > ed avremo 



àd9t 
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■■ =: ^ ^ ^ .ed integrando farà e 4-— =: 

— y^xx + jfj , Se nella prima integrazione aveffi 
aggiunto la colante ^farebbe nata la equazione i^jfif^c 
--ixi?jH-^ix =lj4Ì^^^:^)(effendofifu^ 

^xx^yy 

pofta collante j /? x — x dy^^ìz quale divifa per x x , ed 
integrata dà^ + -.:Z f = J- "^xx^yy^ Si voglia 

XX 

integrare la equazione Xi///x+i?x*r=: tIl2L_iL , 

in cui dy è coftante • Si ponga xdx'=nf dy ; dunque 
farà xddx^dx^z:=zdfdy ^ e foftituendo ÙLtkdfdy 

= ^ -3 ) Cloe — — z=ydyy ed integrando 

i^ =j» + ^i dunque ? = ^^Jf == -.J-fL 

^ ''jy yy + ^ 

^^^_ la^dy . ' ^ , - ^ ■ ■ . • 

— r — 37J- • Sia la equazione j — a.d^x^a — ^x .. d^y. 

•^dy ddx—fdxd dy=zOi in cui neflìina fluitone fia 
prefa coftante . Si faccia j = x --|fatte lefoftituzio.- 

ni fi otterrà x—p—a.,d*»C'^a—x . d*x—d*pa. 

dx ^ d f . d d X — dx . ddx ^^ ddf:=i9',\2L quate-, 
tolti ì termini ehc fi elidano, fi converte nella feguen- 
te X di p-^ d X d^ p^p d^ x^ d p d d X :dtad^p ^ cditìr^, 
tegrando farà xd^ p^p d^ x::=:fi d^py e dividendapct 

T<>m. II. Li ' — •^ p 
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\mmpp. ed integraoda farà — =: \ .11 me- 

f ^ f 
todo delle foftituzioni non è univerfale > e richiede:^ 
Dna particolare induftvi&; giova alle volte oflTervare 
quali fono i termini > che ammettono integrazione ^ 
«d in (ègttitp porre il loro integrale eguale a<f uxn^ 
nuova variabile; in quefta maniera (i può fare /pari- 
xf dalla equazione qualche indetetmlnau \ alle volte 
giova moltiplicare quefta variabile in maniera, cho 
latte le foftituzioni fvanifcano quei termini > che im* 
pedifcono T integrazione. 

IX. Al metodo delle foftitu^iom fi riduce anco- 
ra il metodo chiamato delia dimidiat a Jep arancione ; che 
adopera^ con induftri^ alle volte rieice afl^ii felice: 
fé ne veda un efempio: fia la equazione zjddx^^ 

dxdy^zzdydrydfzz^Jdx^-^dy^ è coflante; Si 
difpong;^ V equazione nella maniera % che fegue 

(ddxdy\dy 
—7 h-^ ìzzi^.d r ; oflfcrvo % chela quan- 

tità —r — -+*-^ e integrabile col mezzzo dei Ioga» 
dx ly 

^rf/=:<;*Y^j,( rf/è la coftante aggiunta all' inte- 
grazione ) i farà dx:=z ~^ ', fi facciaoo k foAituzioiu 

nella equazione propófia fata ^ — , _£. = -^ — f ; quin- 
di 4^/=: •r-4:> *^ integrando ^ = /j4-<i, e pcr- 

CIÒ 

/ 
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ciò iy^y'^ziis^'jj^ads; che è V inferrale del* 
la propofta equazione • . ^ 

X. Non u dee j^aflare fotto filenzioilmetodìodci 
coefficienti indeterminati • Sia la Equazione 5 jf 4^ 

Ai dy t^ ddy . . . n ^ dt ^ 

? ■ ^ — =^ = ^ in CUI è coftante — . Pongo 

djzsL ytddyzn ; fatte le foftìtuzioni nar- 

icerà la equazione 5 j + 4 «& —^ —-^ = ; o0la — d% 



dt 



/-f-5j-H4^. — = ^« Si moltiplichi per m la equa- 

zlone di fbftituzione dy = ^ ; onde fi abbla^ 

vidy^^^^ -^zo; quefta equazione aggiunta alla 

prima dà mdy — i ;& = ~ j ^y^j^» — m% . — ; 

mdy — d% dt ^ .— — ci 

oflia ^ — = — ^ — • Se 5 JH- 4 — « • «& foi* 

5^ -+-4.— "'•» ^ 

fé multiplo di i»j -^ ;& ^ il primo membro della equa- 
zione farebbe integrabile coi logaritmi > come lo è il 
fecondo. In due cafi abbiamo la predetta condizione > 
o ponendo «1=5 ^ ovvero mn;— » i ; nel primo cafo 

abbiamo ^ -^ — =:— — , ed integrando 5 jr — 2 

5jf — » t 

-z^ — » — ; nel fecondo cafo fi trova -=2^~=:= — » 

^^ 5-J + * ^ 

^ integrando jf + « rz i^ r^ ; aggiunti i due integrali 

L 1 i avre* 



"N 
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avremo 6y:xz hti—' — ; che è T integrale della pro- 

pofta equazione » Quefto metodo nelle noftre foftitu- 
ziooi fi eftende alla e<]uazione generale a x-^by^ 



■ I . -. y 
bd'ti'^ K d' y--- + T=i 1 ia cui «, * , e &c. fb- 

«o coefficienti coftanti ; ^j T fono funzioni dì f ; ^ ^ 
fi fuppone collante . Il metodo però cfige , che fi ab- 
biano due equazioni della Aeflfa forma , e che in am* 
bedue vi fia la fteffa variabile F. Qui ci tratteniamo 
dal promuovere quefto. metodo y perchè i calcoli lìe- 
fcono molto lunghi ; ficcome ancora ci àfteniamo dalP 
addurre i metodi di rintracciare gli integrali delle for- 
inole differenziali di qualunque ordine permczzo dei* 
le ferie , per mezzo dell* approiTimazionè j per mez- 
zo delle quadrature delle Curve di nuovo introdotti , 
intendo dei due ultimi , dal Signor Eulero nelle fuo 
mai abbaftanza lodate inftituzioni di calcolo integra- 
le ; cflendo cofe. troppo fublimi, fpinofe, e lunghe^ 
per eflere . efpofte con brevità e chiarezza in quefti e- 
Icmenti . Lo fteflb dicali dei metodi a priori del S\- 
.gnor Fonten, e Conderfet di cui facemmo menzione 
nel libro precedente . Il Giovane che vorrà internarli 
in fimiii ricerche potrà confultare gli Autori ftcffi . 



CA- 
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CAPO IV. 

Del metodo di integrare le Equazioni dtfferensbiali di quA^ 

lunqne ordine , le quali , pofìa coflantc d x , inclu^ 

dona d" y a prima potefìà. , e qualuuquf^ 

' potejfà di Xx di dx^ e di d^-^^y . ' 

I-^ /^Li Analiftì vedendo efler cola affai ardua j per 
vJ non dire impoffibile, 1' aflegnare metodi per 
integrare qualunque equazione differenziale di qua- 
lunque ordine y che venga propofta ; (i fono rivol- 
ti al folifo ripiego d^ aiTegnare almeno il modo 
di integrare alcune equazK9ni , che fi poffono ri» 
durre a certi canoni ^ Noi fceglieremo le principali , e 
le pili adattate al noftro fcopo. Sia la equazione^ 
^^ j =: X M -+• N; in cui prefa coftantc dxy M ed H. 
fieno funzioni di dxy e di 1/""*"*^*; pongafi d"'*^^yz=z 
t dx** "*■' > integrando farà d'^y == d x^ft d x ; efcguita 
la foftituzione , avrema la equazione djc^ftdxzzz 
X d x"^ P^d^xQ^y Ja quale farà divifibiie per #/x",le 
quantità P , ^fi ritroveranno date per t e coftanti ; 
dunque farà//^x= xP-f-^^ e differenzia ndo a - 

vrerao t dxz±P dx^x d P^d Q^; offi»* t — F * 
d x:rzx d P^d Qj equazione in cui fi fanno fepara- 
re le indeterminate per. il num. 6. del Capo 6. del" 
Libro 2. Dunque farà data x per t , ovvero t. per, x , 
Per ritrovar poi y data per t 5 ovvero per ^ ^ ù ìn- 
tegri la equazione «P* y^szd x'^ft rf x , ed avremo d^''y 

"^id x""^ fd xft d x^. e. ^\ nuovo, integrando- farà 

d^^^yzzzdx^^^jd^fdxjtdx^ e così dì feguito fino 

a tanto , che fia ^"'f^y =: y =/ d xfdx....ft ^ x , in 
cui i fegni fomraatorii fono di numero n+ii nel pren- 
dere 
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éere le fomme fi deono^ cone ognun fa , aggiiznse- 
re le rcfpcttiire coftanti . Eccone V efempio. Sia da 

ifitegrarfi hi equazione ad^yz^ ^K^^yY ^^^^fq 

d x^ 



CHI i{x fia coRante. Si pong^, d^yz=:td^^ dunque 
d^y-rzix^ftdx ; fofticuendo farà adx^ftdx=:xt^dx^ 
^hdjc^ì dunque aft dxzzix^t^^b^ e dittcKnzismm, 

do atdx'Tzlxtdì^t^dxs olfia — = -^: • ed 

X a — t 

irnte^ando /x=: — z/i» — /-+-/ ^j oTvcro5L_ :~ 

/A "'" 

^ — / , ed a — Jk — z=zt ; farà pertanto d^yzizd x>. 



4iix — rfx Y — ; «d integrando a^reìno i^'i'zz. 

1 X ^^ 

/x>. B^ax — t^Ax^ Si pongano ora i valori dì 
d^j^c d^y ncUa propofta equazione , ed avremo a d xK 

(^B+ax^z^irx) — xdxKfa^'—20y^^-i-^ -f. 

— ])0ffia Ba + a^x—2a^^xzza^x~z^xV . 

X y ^ ì X 

^A^b; dunque BazzzA^by e Bziz ^, De» 

terminato il valore di B per A ù integri di nuovo ed 

zyxemod^yz::dx*.(^C^Bx^ — ^llìSlL^ 

td 
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ed integrando va' altra volta farà dy;=dx . 

finalmeate ìntegrancfo fìri y= F+ Ex-\ h 

-^ ^ — . Quella cquaziOf 
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ne, foftltuito in luogo dì B U fuo valore, è 1' integra.* 

le in termini finiti della prppofta equazione. 

IL Ancorché nella equazione fi ritrovi la x ajL« 
qualunque poteftà, purché d'^j fia a potefià lineare ) 
ne fianvi altre poteftà che del differenziale d'^'*' ' jy fem- 
pre la equazione- fi ridurrà ai primi differenziali cal- 
la fteffa fòftituzione » Sia la equazione d'^jzzz, 

y^x4 dpc^-^ ''^ '^Tn'jT > Mediante la fbffituzfoiie 

1 4 X* " ^ 4 

d^'^'^y ::z:td x"-^'^ & tramutala equazione propofta in 

ftd X = ^ x^-^at^ ; e differenziando tixz=:: 

r ,, la quale equazione eflcnao orao- 
^ x^-^at^ 

genea , fi potranno in efla feparare le indeterminate 
num» 2* Cap.'d. Lib. a. 

III. Se la eq^iazione. contenga d^jy alla prima^ 
dimenfione , e qualunque poteftà di d^-^^y y rf"'*-^j,t 
di X ; e 4^ X fia coflante , colta foftituzione medefima 
éf^^^y^^.fdx'^^^ riduce a fecondi differenziati . Siik 

1» equazione d^y =: ■ ^ ^ li UL ^ Facendo 



la 



/ 

I 
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la folita fQflitarione) fi ritrova// d x=: * e 

reaziando farà * J^^ t ^^^^**'*'^ ^ ^*' dt^~^dàt 

equazione ridotta ai fecondi differenziali . Quefta fi 
può ancora ridurre ai primi colla dimidiata ieparàzio- 
ne. Difpongafi cfla pertanto così Ax^"^^ = ^"^à »' 

\ t ,dt J t dt. Z, 

integrando coi logaritmi farà t^ di'* ^ % d x'/ Jjc^ 
k la collante , che fi dee aggiungere nell' intcgra- 

zione; dunque farà dxz=t^ dt.z,^ . Efeguite p« 

tanto le foftituzìoni nella equazione > farà t ' 

d *'^,*:» * ==*'~V/Va:i6dunquef ♦ dtz=:%^d%. 
equazione ridotta ai primi differenziali , la quale fi può 

integrare ; imperciocché fatto per brevità £ltlf=:r— r. 



farà i-t- f . *' = y' a » + ^ ; onde farà t data per z; 

td in confeguenza elfendo d xzzt'' dt: z^ ; fi tro- 
verà almeno trafcendenteraente x per »; fi ponga o- 
» Il valore dì d x e di t dato per z. nella equazione 
il loftituzione ^ j —d x' ft d x, hti fimilmente i data 
almeno trafcendcntemente per la ftefla » , e perciòfa» 
ranota la' relazione delle variabili ^, j . 

IV. 



IV. Se la equazione contenga inoltre ^*"*"^j, col- 
la ftefla^foftituzìone fi ridurrà Tempre ai terzi difFe- 
rcnziali ; fé conterrà ancora d"^^^ y^ fi ridurrà ai dif- 
ferenziali del quarto ordine j e così in feguito . Fat- 
te quefte riduzioni fp'elTo le equazioni così ridotte fa- 
ranno irreducibili a differenziali di ordini minori ; ma 
ciò come è chiaro non è vizio di qucfto metodo . 

V. "^Dalle cofe qui fopra dette fi comprende ab- 
baftanza , che non è totalmente inutile , come alcu- 
ni credono , la feparazione delle indetcrminate nel- 
la riduzione delle equazioni differenziali degli or- 
dini fuperiori a|;li ordini inferiori « Una coOi per al- 
tro è degna di. oifervazioiie > cioè che vclopo fat- 
ta la feparazione delle indeterminate ^ e ritrovati 
ambedue i iftembri della equazione dipendere da in- 
tegrazioni trafcendenti 3 può alle volte accader^^ -y 
cbe ia equaT^ìone ammetta integrazione algebraica; 
come fpelfo avviene > quando fi integrano ambe- 
due i membri coi logaritmi ; oltre i cafi dei loga« 
ritmi ve ne fono altri moltiflimi in cui avviene io 

fteifo « Sia la equazione . 1= ■■ ^ . ■ ; ambe- 

due 1 membri della equazione fono integrabili colIjL» 
quadratura del circolo; e ciò non ollante la equazio- 
ne ammette integrazione algebraica; imperciocché chia- 
mato 'K V arco appartenente al feno x , ^ quello ap« 
partenente al feno y ; farà d 7r==:rf (j) ; onde ir=: qp-+- a; 
a è 1* arco coftante > che fi dee aggiungere ncir in- 
tegrazione; dunque farà Sc.9Cz=zSccpCca^BcaCcCp 
per il num. 7. Gap. io. Libr. j.T. i. ; e perciò fa- 

oca X =r j Cca^S e a^ i — yy ; eq4weione algebrai- 
dy che foddisfà alla propoAa cquatiuoe dìffcteoaiale» 

Tom^ li. M m Se 
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Se foflè Rito o,.^^,) = _,jV, fi fatebbe trovato 

x=iScn(pCca-^Scayi — Scn(p ; e comecché 
abbiamo S e n<p dato per S^^zurj algcbraicamcnte 
quando fia n numero razionale ; dunque quando n da 
numero razionale avremo una equazione algebraica) 
che Tara V integrale completo della propofta equazio- 
ne differenziale )' quantunque ambi i membri (ieno in- 
tegrabili trafcendentemente • Sia quell'altra equazione 



Jx 



in cui ambedue i 



membri della equazione non fi fanno integrare; anzi 
fembrano richiedere quadrature alTai alte ; ciò non o« 
ftante efla à V integrale completo di quefta formai 
m'^fiC^-hy)-h7C(xpc^jt)^((>xy^\(x^y^y^x) 
^wx^y*=zo; per vedere ciò fi diflferenzi quefta e* 
quazione, onde fia (^-f-2^x + (|)j4.x (axj-H3) 
•+-a wxjf*) //Ar4-(/3 + 2 7rj+qix+\(2jx-f-xx) 

^ 2 ta 9c*yS dy=zo ; ff trovi ora col mezzo della C- 

quazione algebraica il valore di x , dato per j , e fi 
collochi nel primo membro di quefta ultima equazio- 
ne differenziale , il quale membro fi ordini per j ; di I 
poi fi trovi nello fteflb modo j per x , e fi collochi | 
nel^ fecondo membro della equazione > il quale fi or- 
dini per X, e fi vedrà facilmente nafcere una equa- 
zione differenziale della ftefla forma» che à la propo* 
fta ; dal paragone poi di quefte due equazioni differen- 
ziali iarà facile determinare le coftantl dell' una pei 
le coftantl deir altri. 

CA. 
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Villa Integrazione delle Equazioni differenziali 

di qualunque ordine ^ ebe ^onten^ono 

una variabile. 

I. T>ArIeremo nel prefente Capitolo (pecialmente del- 
X le equazioni differenziali di fecondo grado ; e 
noteremo quando i metodi > che vagliono in quefte» fie- 
no applicabili alle equazioni differenziali di gradi fu* 
periori . Supponiamo in primo luogo, che pofta coflan- 
te dx iiavi nella equazione la fola x; fé facciali 
slyrzpdxyddj=:dpdXi efeguite le foftituzioni ot- 
terremo una equazione differenziale del primo ordine 
tr^ Xy p i dxy d p. Sia per efempio la e^uaziont^ 

a^ ddy ^b a* dx*+ x^ d >^=:a cxdydxi pongali 
ady:=zp dx i ed a d dytizdpd x foflituendo e divi- 
dendo per dx ÙLxka^ dp-^ba^dx-}- x^dxz=:expdx. 
Quefta equazione fi può ancora integrare dal Capo 6. 
tìum. 6. Libro 2. Se nella equazione, in cui vi è la 
fola Xi non fi foffe prefa collante alcuna ; fi dee tra- 
sformare la equazione in un' altra , in cui fia collan- 
te dxy ed applicarvi in feguito il metodo fopra ef- 
pofto . 

II. Se nella equazione difFerenzio- differenziale , 

in cui efifte la fola x> fiavi collante dy , pofta dy 
z=ipdxy farà otzidp dx^pddx; dunque ddx-zz:-^ 

tm 'ti Jw ^1 

— — — ; follituìtì nella equazione ditfcreùziodiifcren- 
f 

ziale i valori di dy^e ddXy fi ridurrà alle prime dif- 
ferenze. Sia per efempio la equazione X x^ //j* = rf ^» 
H- dy^ -^ X d dx y colle predette foftituzioni quefta fi 

M m 2 ridar- 



Sw 
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ridurrà Xx^/?*^x=:p*rfx4-ixH L, , equazione 

che contiene i foli primi differenziali . 

III. Se la coftante delia noftra equaiibne foflc u* 
na funzione di x^ e d:>c , fenza contenere j, àj\ fi 

{)onga firailroente d y eguale a f moltiplicato nelT e- 
emento coftante > e fi operi come fopra.Sia la equa- 
zione ZA^ dyiiyzc ■i n » ^ -^zbx^ dxidXyXn 

4« y ^ ^ 

cui ila prefa coftante xdx; ù faccia dy ::= i ^ 

farà d dy:rxdp j inoltre avremo d x*-+-x d d xrr Oj 

if X* 

e perciò ^^xrr — .^-^^ foftituendp quefti valori^ ù 

X 

otterrà la equazione — =2 ^ x ^x; 

X X 

integrando farà — L rs: & xj + r : onde p =r: ^-^--^ t= 
' X ^ xdx 



J b x^ ^cx . »/•* 

^1 . ; e di nuovo integrando farà 



l 

X* 



IV. Se poi la coftante fia una funzione di x^dx^ 
dy y fi potrà efprimcre così P dx^Q^dy dove P> i2^ 
fono date per le fola x . Pongafi dy -zzp d x; farà d dy 
TTzdpdx-i^pddx; e moltiplicataVjrr jrf ^ per j^ 
farà QJy^iKii^; € perciò Qjy+Pdx=Qjdx 
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^fdx, e differenziando il fecondo membro di que- 
ftsi equazione farà Qj ddx^ P d dx-^ Q^dftl x-h 
t dxd Q^dx dVznOf'y giacché QJj^Pdx fi fu]^^ 

pone coftante ; onde d dxz^-^dx. ^ ^ ■ — :£Jll_ . 

Si foftituifca il valore di dy yddy , /i'x nella eqiKU 
zione , e fi avrà ana equazione differenziale di. primo 

grado fra X ^ p . Sia la equazione x+i.i^jii/j =1— 
dx dd x^ìvk cui' fia coftante V elemento adx^^dy; 

farà P=:a, = x; onde ddx=.— dx.t£l±lil\ 

e perciò eliminando dàlia equazFone i j > ^^Jy d d x 

farà X'-^7i. ( — p^dx^apdp) — p dx -^xd pzzzo. 
Se finalmente la coftante fta una funzione di x^jy 
d X y dy ìV metodo per Io più' è mancante*. 

V. Il metodo di cui Un. ora ci fiamo ferviti è ap* 
plicabile ancora a 'ridurre le equazioni differenziali di 
qualunque^ ordine. Supponiamo in primo luogo , che-^ 
nella equazione differenziale del terzo ordine manchi 
la yy mediante la foftituzione dy=ipdx^ ( parlo in 
fuppofizione di ^x collante )fi ridurrà eflfa ad una equa- 
zione di fecondo grado fra. x> p y dxy dp y e comec- 
ché quefta* contiene le due variabili x j p^ non amet- 
terà generalmente parlando altra riduzione ; fé poi 
nella prima equazione non efifta. la variabile x ) ov- 
vero il differenziale dy^ allora nella equazione ridot-- 
ta vi farà la fola p y ovvero la fola, x; quindi la ri^ 
dotta ammetterà ulteriore* riduzione • Sia per efémpio 
la equazione differenziale del terzo ordine ax dx^ ddy 
^- dx d^y -f* i^x* ddy z=. d x^'^ b dy^ , in cui d x fia 
coftante} pongSiCt dyzzipdxy d dyzndp dx y d^y^=z 
dxddpy efeguita la foftituzione , e di vifione per dx^y 

avre- 
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avremo ^^^^cdf^ddf^i^cdpTnik^^hp^dj^ 
la quaJc non fi può con quefto metodo ulterionnente 
ridurre. Se fofle ir= t), non vi farebbe la variabile^ 
f nella equazione , e perciò fatta dfzrzqdx^ e idf 
.^dqd x^ otterrebbeii la equazione ax qdx -^dti 

H- jix, cioè «xdx^dx:sz — ^^ -+• — , equazic- 

ne che lamftiette k feparazione delle indeterminate • 
Se in vece tli b fofle ftato nella equazion ptopoft^^ 
ai=zo; nella equazione ridotta fra x , |^ , la variabile 
9c non comparirebbe; onde fatta dx:=zqdf; e per- 
ciò ddf:sz — .-i^ j efcguite le foftituzioni nafcereb* 

be la equazione differenziale tJel primo ordine— il^4« 
^^dpz=.q^dp'+'bp^q^dp. Avvertali di non prende» 
«e qucfte riduzioni per vere integrazioni , perchè quan- 
tunque quella ultima equazione fi* del primo ordine , 
ciò non oftante per avere la relazione fra x,j in teir- 
mini finiti oltre V integrazione della equazione pre- 
détta ) vi vogliono due altre integrazioni ; fuppongafi 
pertanto ritrovato col mezzo di quella ultima equa- 
zione f per Pi onde fia ^=: P, funzione di /^,- comec- 
ché abbiamo dxz^qdp^ farà dxzzzPdpi ondec-)-x 
fPdp'j con quella equazione fuppongafi determinato 
p per X ; onde fia ;f =r X funzione di x , farà dy zzz 
p dx=.Xd x^ e perciò /+^ =:/Xrfx; fé poi foik^ 
4Ìato p ^^t q\ onde fia p = i^^funzione di q ^ eflendo 
djcz=iqdp^ farebbe dx:=LqdQs e c^xzzzfqd Q^ 
— fl3 '^fQ^^l ^nde farà x funzione di q^ ch«^ 
chiamo J^; elfendo dyz=:pdxy farà dyr=:QjQl^ 
y-^f~fQjQi; onde tanto y quanto x , faranno3a- 
te per q^ e perciò farà nota la loro relazione , QueU 

Io 
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lo che fi ^ operato per te riduzioni delle equazioni 
differenziali oel fecondo , e terzo ordine » ci infegna 
come dobbiamo regolarci per la riduzione delle equa- 
zioni differenziali acgli ordini fuperìon. 



CAPO V L 

I^IU equazioni diffèren%tali di qualunque o^dirtty cbt 

contendono due variabili. 




none primo , 

ziali di due foli termini eiprefle dalla formola ax^ doc^ 
=J^ àf^^ d dyy in Cìjk dx h coftante . Per ridurre que- 
lle equazioni fi ponga x=f*", ed j=:e*^; farà dn 

^ bdu t^^", ddxzzb^du^e^'^^b i d ue^"" = ; 
onde dduzz: — bdu*i fimilmente izxk dy=idue^$ 

^dte'i e idy'=,ddt^idtdu'^tdu^^tddH. X «* %t 
foftituito — b du* per ddu ^ farà ddy z^ 

ddt'+'idtdu^i — b.tdu^ Xe*; foftituìtì pertanto 
i valori di* x y y y d x y dyy ddy dati per u , r nella^ 

d^uazione propofta rifulteriif e* "* "• "^ ^ éV «'=c"^'~'-^X 

^%dt^tdu X ddt^xdtdu^i^btdu ^. Efl co* 
do b arbitraria fi fi^ngt quella equazione b . m+ r =: 

m^T — I > £ui b = ; onde ritenuu per 
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femplicità la lettera b^ farà a .b du z=;i''xdt-h tdu X 

ddt^zdtdu-^i — b.fdu^i equazione differenzio 
differenziale , che contiene la fola variabile t , e per- 
ciò riducibile pel Capo precedente. Sia j>cdxdj^= 

y d dy iti cui dj>f è e odati te ; farà :>cdx=:ydj'^dd 3; 
paragonando qudfta equazione colia ibrmola generale 
fi ritrova az=:i^ mzrz x^ r=i j «=i, J=:|/ on* 
de la equazione propofta fi potrà ridurre allafeguente 

du -r — , , , , , titt* 

— . dt^tduz=,t.ddt^2dtdu^ Colle 

foftituzioni -x :s::€^ y y:zzjé^t* Si ponga ora ìhz:zz^J t^ 

dtfl" 
farà d d u=id z d t+z d d t ;m3L abbiamo dduz=z, ^ 

z 

per effere dx coftante j dunque farà ~ — ^L=zdzdt 

2 ■ 

,^zddt ; oiEa — zzzJz» dt-^^zddt ; onde 

z 

d dtz:: dt ; fi foftituifcano nella cqua- 

z z ^ 

K 

zione trasiformata in luogo di //ir, Jdt ì valori loro 
• àatJ ptt z^ dt; diverrà tÒa, tULl.z 



i+r z 



H t ^ z^ t d t 

.2^zzdt^ rfa;cioè farà ridotta alle 

z z ' 

'prime differenze* 

II. Il fecondo canone comprende le equazioni o- 
.mogence di qualunque ordine; -cioè dando a cia£cii- 
QS Taxi»bile ^ ed a Cisifcooo differenziale di qualunque 

ordì- 
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online una dìmenfionè, al fecondo canone apparterà 
ranno quelle equazioni differenziali) nelle quali la fom^ 
ma desìi efponenti delle variabili ^ e dei differenziali 
in cia^nn termine è la fteflà «La Z = • rapprefenti 
una equazione omogenea di k^ y^ ix collante % dj | 
d dj dee. 9 ed » denoti il numero delle dimenfioni pec 
ciaicun termine; fi ponpL.dy:=zp4xyddy^zqd$c\ 
J^yz=:rdxi; fatte le loftituzioni) mediante la dÌTÌ« 
fione per la conveniente poteftà ìli d xy .fpariraono t 
differenziali dalla Z , e rimarrà Z funzione di x^ y\ 
f y q y r &CC. , la quale relativamente a quelle yajria<» 
bili non' farà più omogenea; perchè > è data foftaut«. 

ta per j^ > perciò la fua dimenfione fi dee compu« 

tare = ^ ; la dimenfione di ^ fi dee computare =: r^ 

d dy 
perchè q è fiata foftituita per ■ ^ > che à per 

d X* 

■ • • • 

fione — 1 9 giacché nella noftra equazione Zrzo ddy 
fi computa di una dimenfione; cosi r fi confiderà ci 

dimenfione — «a « / di dimenfione -^ z &c. ; .fi divi* 

Z 

da ora la equazione Z = o per x'^/ondefia— ^^ = ^S 

^uefta equazione divesrà una funzione di x ^ ^yf ^ 

qxy r X* , / x3 &c. ; perchè pollo x* y^ p^ q^ &c. 

un termine della equazione Z = <^, farà nz=im + fi^—T 
(kc.y X non fi dee computare eifendo la dimenflone 
di p eguale. a zero^TT fi dee prendere negativamente» 

perchè q ti dee coafiderare comt •— ; onde tal tex^ 

f 

ro«, 77. Nn nù- 
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mine rilpetcivamence alla equazione -^=^0 ^^ 
^. ^ ^ ^ * f ora qusfto termine , come i cìóarot 

^ un prodotto cii (L^yi ^, (^qs^i lo fieflbyak 
4i tatti gU akii termini della equazione ^7=^0; dun* 
qiié 4ttéfta cquaiióne è una funzione di ^ , ^ , /^ , r, 

&c. ; fi faccia x = e >Jf=f ii,farà — = — , 
ed j xz JC u y onde dj=ixdu + ud xyj^ z=ip:si 

d X 

X du-^u d X 



d X 



=:/-4«ir} e perciò dfzz d^ ^4- si; ma 
^ssqi dìin<pit qxisz^JL. ed eflcndo ^=^ ; 

dx dx dx du 

f ' da 

perciò f X = ..— dpi eflendo poi r r= — • > faià r x* 

du dx 

iix 4x 

dunque rx*=r — .rf(flfx) — q x:cosl szzz — -;/x^is 

411 dx 

r^ — =:-r^. x»ir; ma x^dr :=z d(r ^\ ^Xf xix^ 
dx dx ^ ^ 

dunque sx>=: ^•4^(rx*)— 2rx»&c.;ora fiolTcr- 

▼i 
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vi) che ^:^u y che fzzu^fy che 4^ x è data pet 

t^ duy dt; che r x* è data per f> ifir^ i^f, i^i^n, 
ddt; dunque efeguite le roftituzioni di quefii vaiola 

Z 

nella equazione .— . n: o ^ verrà efla una funzione di 

ty Uyduy dfydduyddtS^c.yhÙLtk di un grado me- 
no della propofta ; perchè fé in Z il differenziale più 
alto è per efempio d^ y , eflendo d^jz=:rdx*i 

Z V 

— = p larà una funzione dì~,p> qxy rk^y 



X» 



Z 

foftituendo in -^ =: ì valori di quefte quantità dati 

z 

per t y u y t loro differenziali farà — rr funzione 

di uy ty duy dty dduy ddty e perciò la equazione 
^-^ data per le variabili uy ty i di un grado più bafBi 

PC 

della (leda equazione data per le variabili Xy y. 

dy 

III. Sia per efenipio la equazione jr + 4 x ^ 
+ a' X» —2 -f- ^" xJ --21 &c. ; qucfta equazione è 

4 X* rf x3 

omogenea, e di una dìmenfione; fi divida dunque ef^ 

d •¥ 

fa per x, e fi foftituifca p in luogo di ^y q inluo- 
so di -; — -^ &c. nafcerà la equazione -^Ì! — \-ap^a*qx 

«X* X 

4-4'' r x* = aj pofta per tanto ^zzuyCPt^^ ' ì 

X 

N n 2 farà 



à&l LIBRO I IL 

farà |r = «+/> qx=—.. dt^duy rx*=: — -X 
'' du ' du 

dfy-** dtJ^du\ L. rfT+T^ ; dunque foftimcn» 

do farà u^m . »-H^ -f-^' -i^ . dt^du -f- ^'^ -— . x 

zlone in tui i difFerenaiali fono a un grado minore 
della unità in riguardo al grado della propofta • E* fa« 
cile oiTervare y che la equazione data per t ^ ^à u G^ 
iBilmente è omogenea ^ effendo di una dimenftone ; Auth* 
que per lo fteifo metodo farà deprimibile ad un grado 
inferiore d'una unità. Se ie equazioni omogenee. upor» 
fano deprimere fino al primo grado ^ e in tal gra- 
do rimangano iimiUnente omogenee farà facile trova- 
re il loro integrale in termini finiti pel Teorema del 
Signor Fonten e(pofto nel Capo 8. del Lib. 2 ; di cui 
non rincrefca qui vederne la dìmoftrazione . Sia F u- 
na funzione omogenea delle variabili x , j , « &c, 
Facciafi y zz m x^ zzzin x &c.; la funzione Ffi con- 
vertirà in un' altra di quefta forma F x* , in cui a è il 
numero della dìmenfiooc» alU quale afcendono Je va- 
riàbili nella funzione F; ed F è una funzione delle 
nuove variabili m ) n &c. ; dalla quale è chiaro , che 
refta cfclufa la x . Eflendo dunque F = F x* , diffe- 
renziando avremo ifziz a x<-« F dx^x' iP ^ e in 
ìF* fi -conterrà bensì im^ in &c.; ma non già 4x. 
Dovendo poi cflere il differcnaùale ax^-^dx F+x^ /F 
identico col diiFerenziale X dx+rdy + Z d^ 6cc. 
della funzione F, quando in cffo fianfi pofte in luo£0 
di jf.) » &Cr le ottovc quantità mx^ n x &c. ^ ed ih 

luo* 
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luogo dì iyy iz ecc. gli equivalenti mix-^ xdm ^ 
n i x+x d n &c»; dunque fatte quelle foftituzioni avremo 
Xix-^Tmix-^rxim^Znix + Zxin &c = 
irx*-» Pix-^x^ ìF . Dovranno pertanto qucfti dif- 
ferenziali corrifponderfi termine per termine , e faià 
^x*-'F=sX4lri»-f.Zii &c. , e foftituendo in luo» 

P 
go^ di x^^* F il filo valore— j (giacché cflendo F=: 

X 

F 
Px« , farà — nx«-»F),e in luogodi«i5«&ca loro vaio- 

X 

ri — , — &c. farà finalmente mortiplicando tutto per 

X X 

Xy a Fzr X x^ Ty -f-Z » &c. ; come appunto fi a£c- 
rifce nel citato Teorema» 

IV. Finalmente le equazioni del terzo canone (b* 
00 quelle , le quali fono omogenee rifpettivamente ad 
una variabile colle fue differenze • Qaefte eq.uazioni fi 
diftinguono in due fpecìe; altre fono omogenee in rf- 
guardo alla variabile il di cui elemento ò coftante ; 
altre fono omogenee rifpettivamente alla variabile , il 
di cui elemento è fluente Prendo in primo luogo u- 
lUL equazione omogenea della prima fpecie ) la quale 
contenga tre termini Px^dy"^ ♦*-f.j^*»-"^x*4fjf*'^*-* 
=:dx'^ idy y in cui ^f x è coftante > e la fomma degU 
cfponenti di x, e di^x in tutti i termini è la ftefla |. 
P e i2jbno funzioni di j . Pongafi x =rff", farà d x= e" d », 
idxzrze'^dn^'^e'' dd «= , per fiippofizione ; dunque 
4duz=: — du^i foftituiti quefti valori di x^ dx ^ ddu 
nella equazione propofta, e divida per e'^'* y diverrà 
cffa F dy'^^'^ + QJ ir» dy'"*'^-''=d «- d dy ; equazione 
in cui manca una variabile; fi-facciia adunque i«=» dy^ 

Uxk4duz^dKdy^»44y:s:^du^idun(iwddy^ — ^ 



v< 
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- 1^ >= - % i:f^^ilìl- foftituitt ì nlotl ik 

iuy e dijy avremo la cqnzzionc - JP i y -^ Qji" di 
='—**"'"^'<f^^ *"••'<?»; la quale tion contiene (e 
non fe le prime differetiic . La ftefla equazione fi fa» 
rcbbe trovata , fé da principio fi folTe fatta la ibftittt» 
zione e-^* *:fz=zx* Diamo ìin eCcm^ìo della propofta-» 
teoria. Sia da ridurli la equazione a i x iy — x //^*rs 
xy i iy ; pongali x := e*^» ^j ^ farà i x = » iy e^^ ^y , 

e idx=i'o = »*ij* ^•^*''> 4- » i <j4- iz^iye^-^^y ; 
dunque Hyrz^ JtJL ^% iy^^ foftitucndo ì valori di 

xyC ìxycdiyyc dividendo per ^•5'»'^>, avremo ir*4fj* 

, ■« y 4 z J y ' 

— 4j* = — ^ -'^y^dy^J onde ^ ** 4-j»* ./j= 

zjjf — J<fa5. Equazione ridotta ai primi diiTerenrìa/i, 
la quale fi integra facilmente , perchè avremo o+J.ij 

Zf iy - — 7 ^ as 

^^ jr i ^"^^ integrando farà b'+'ay + 

tr r ^ * = , — , z=z 5 perchè 

abbiamo xr=^^*^>. 

V. Se poi la equazione è omogenea rifpettivamen- 




Qx^-^dxUy'^-''^'=:ix^-Udx, in cui dy^ ^^ 
ftante , e la equazione è omogenea i^ifpettivattien te al* 
la X j dxj ddx. Facciali x=ff'^*^;',farà^>ofzzr^^«-5'*^>» 
e ddx = z^dy*e^''^y'^d^dyc^^^.^0i foftituendo, e 
dividendo per e'^St^Jj farà P dy^-^^ 4- O z*^7*"-*^*=r 
^^^i^^m^,_^i«.ì^^^j^ , € dividcndoper /^-farà 



CAPO FI. ^i^ 

p iyj^ Qj,^ dy =: a*"^» dy + »••' dz. Sia per efcoi- 
Jiio la equazione P x^dy^ 4- Q^x d x dy^ :=.d xd dx ^ 
farà w = 2> » = ! ; dunque foftituendo nella equazio^ 

tic ridotta, farà Pdy^ Qj^ dy^=:z^dy^zdz,; dun- 

0^ j f^ 

que > ' r=d't. Colia fieflb metoda le d» 

Suazionl difFèrenziali. del terzo> ordine dotate dellc^ 
t^t condizioni fi riducono al fecondo; <}UeIIe del 
quarto al terzo , e cosi delle altre, di. ordini, fuperio* 
ri .. 

C A p a V I !.. 

^dl(L Integrazione, della. Equazione. Xr=^H-~^. 

a X. 

hddy cd^y gd^y . 

in. wl dx è coftante •. 

f. QlTppongo. in primo, luogo» tutti i termini di que- 
i3 fta equazione prefi. feparatamente. eguali a. ze* 

IO y eccettuaci 1 due y H: — ~^ i ed inoltre, a :;=; — x^ 

d X. 

onde fiajrfx— ifj=a,farà.rfx= — ;. ed. integrando. 

avremo xz=:l -^ ; A è, la. coftante aggiunta: neir ìn^ 

A. 

tegrazione; e perciò. A e^z=:y. Se aveffimo voluto in- 
tegrare la equazione ydx^^dyzrio^ fi farebbe ritro- 
vato* A ir^ = % . 

IL Sia ora da integrasfi la^ equazione y d x^^^ dy^^io; 

cioè 



\ 
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cioè nella equazione (i) fi fup^ngano tutti i tenni- 

m prefi feparatamente eguali a zero, eccettuati i 

bdéiy . 

due j 4- --r-^ > ed inoltre b z^z^^t. ?ongoj =: «*^ 3 

^ è una coftante imlerernifln.ata 9 farà dy:::ze^^bi>ti 
e ddyz=ze^^ b* d x^ ; foftituehdo i valori di 7, ii lij 
nella propofla equazione j e dividendo per e^^ d ^^ ^ 
avremo x — i* =0 ; e perciò i = it r > onde fé faremo 
y zzzAe^^y^zi B c^'y avremo due equazioni > che foddis* 
fanno alla equazione propofta , le quali equazioni pertaor 
to fono due integrali parziali della propofta equazio- 
ne differenziale , giacché ciafcuno contiene una fola 
coftante ; al contrario V integrale completo ne dee conte- 
ner due, per eflere 1' equazione propofta differenzia- 
le del fecondo ordine . Si ponga ot^y = A e^^Br^% 
troveremo d dy=: Ae"" d x*^ B e-^ dx^ ^ e foftitucn* 
do quefti valori di j , e ddy nellji propofta equazio- 
ne, farà Aé^d x^^Be-''dx^—^Ae''dx^—Be'*àx^ 
m , cioè ozzzoi dunque alla ptopofta equazione fod- 
disfà ancora la equazione finita jf = -4 tf* H- ^ ^"*^ ^ ^^ 
^uale includendo due coftanti farà V . integrale com- 
pleto della propofta equazione . Se fi Coffe propofta da 
integrare la equazione y dx^^d dyz=zo y fi farebbe 
Titrovato collo (ietto metodo il fuo integrale compie» 

to v^ii*^' 4-^^""* ì ^^'^^ * generalmen- 

te vero, che foddisfacendo alla equazione jf 4- ^ y^ 4- 

^ b iéjL . ; . , 4-^~v = " ( "^ ) gP integrali parzlaJi 

• — : r^ y^=^t^ j=^ &<^« vi foddisfaccia ancora l* inte- 
grale y^^9tr -4-/3r4-f^« &c. ; imperciocché foftiruj* 

^ i valori d^i integrali, parziali moltipUcàri .rifpetci* 

yanicnr 
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?ai!iaat« per le toftanti «s > j3 , j(t <tc; H avraniio k e^ 
quaziom le r+a/i j^ '+**"-j~ * -— * > p ^ + 
Jm ÀÀt du ' ddu 

&c. =:ai unite quefie equazióni fi ai^à «ir--f^Tp# + 
ctdr^Qdt'^lxdu,, addr^f^ddt+yidik 
^ ds doc^ 

&C. =^oi ma il primo membro dì quefta equazione fi 
ottiene ancora foftituendo nella equazione (L) a, ^ +|f3 $ 

^l^uSic. in vece di y ; dunque queflp valore di j 
manderà realmente Ta e^juàziòne a zero, e'jpcrciò fai* 
integrale della equazione predetta; farà poi comple- 
to, fe contiene tante collanti arbitrarie , quante uni- 
tà fi contengono nel numero, che e^rime l'ordine dif- 
ferenziale della equazione • 

III. Se fi proponga da integrare >rf«f*-Vrf*jp:^ 
td ydx'-^d^yz^LOy fi troverà che per aver V intQ- 
graie completo della prima converrà rifolvere la e^\x^r 
zione 1— 6*=:a, e della feconda i -|- /^ = o . Siéno 
le radici delle equazioni idlA", ^>0) X &c. in nu- 
mero Mi fiuta V integrale completo della propofta equ»» 

lione differenziale j = i< <^ ^ 4r B e* ^^-C c^ ^ &c. ; 
giacché le coftanti in quefto integrale fono » di nu- 
mero , che è appunto il grado deila equazione diffe- 
renziale • 

IV. Nel rifolvere il binomio i±A*=(? fi incon- 
trano radici immaginarie'/ con un efempio faremo ve 
dere , come dobbiamo da quefte liberarci • Sia^ 
da integrare la formola ydx^ — d^yzzLOy col mezzo 
della foftituzione j =j <* * troveremo , che conviene ó» 

Tcm. lU Oo fol- 
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iblffeie per otteoMt l' intento la equazipoe i — A^s=«i 
Le radici di quefta equazione, come ognun fa> Cono x > 

'• ! " » " ; dunque I integrale com- 

pleto délU nòftn.eqitazione^renzialelatà js:4y 

Be * 4- Ce . / . Si pong? B = — 

% 

H ^L= > <?•= -^^^ *L_, ftirà = fi r * ' • 



Onk i» dkt 




Bo dell* arco ^ ■-. e che 

■ ■ ■ è eguale al feoa dell' 

. _^ a y — t 

«co— ^-2.. Per dimoftrare cid. pongo t-^^ = «> ; il 

qua» 
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faale pofto che denoti un arco il cui fcno fia n yly 

J i^uu yi — «ir 

fi moltiplichi, e fi divida il Tecoiidojncmbxo 4clla 

equazione per ji |/ — i •<- %/T— TT; iàtà 



%/l — HI» ^ 




^^zi^ ^ — 1 ; ed integrando J ir ^ —i «h ^i^ ^n 
j- ^ ^"^^ j € p agan do alli c^ onen ziali « ^— i Hh 

^i^Mn=L€^ ^ rofliae^*^ — i 

|/x uu; ed alzando a quadrato feràr ^^ — 

a>^— e^^^^=i,offiat"»V^"^'^ì= _ 
2 ir v'-— » tf^^~ '> c dividendo pc? i^^t^^^ ^ 

farà fr— > * vero Munquo 

the, fc (p fia un arcò , e «r il iTuo feno i varrà la prC- 
dctu equazione . Collo fteflb metodo fi dimoftra che 
fé (p fia un arco e u il fu o cofleno , farà u zzz 

.<p ^ — I , — (py' — i 

^ .^^^ Adunque r ifìtegfaìe tòa* 

I>leto della equazione^ d x^ — 4f3 7=d farà jf -szAe^^ 
MCir.<t)H-NS(r*4). Egli è cofa da noi divoftrata , 
che il binomio i ±6" è rifolubile in fattori reali di 
fecondo grado ; adunque le radici imiaaginatìe a due 
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a 'due avraimo quefta forma p±q^ — i;C petóòctsr- 
fcutt pajo di intesali parziali ^ che includono imma- 
]gmant , fi potrà fempre liberare da quelli per mez-* 
2,0 dei leni ) e cqfleni circolari nel modo fopra e(po« 
fio / Qui cade in acconcio di oITervare che collo nef- 
fo metodo fi inte^m Ja cquaziofie'ji^*#r — ir^''j^=^> 
pofto g coefficiente colante , come faci/mente fi potrà 
%fj>erimentare • 

V. Sia oca da integrare la equazione o:==:y^ 

,,j^'=zV 9^^ ; folfitueodo dunque quefti valori neRa 

equazione propoftaie dividendo per e^ '^ ; avremo \J^ah 
m^bh^-^ cb^ ... . ^g b^zn e; qucfta equazione avrà 
tante radici quante tmità contiene P eiponente /r ^ cioè 
quanto è il grado della equazione differenziale propo- 

fta;ciafcuna fi foftituifca nella equazione^ =:c^'^> e fi 
avranno tanti valori di ^ , quante unità fono in n ; 
ciafcuno di qnefti valori fi mo/tipiichi per una coftao* 
tCy e cosi molripficati fi unifcano ; farà quefta fomma 
il valore dr j, che efprime V integrale completa del- 
la propofta equazione: come fi debbano eliminare le 

'(inaotità immaginarie) quando le radici ddi' equazio- 
ne in b fono tali, già u è notato nel numero prece* 

' dente • Adunque il noflro integrale non potrà dipea« 
dere da altro che dai logaritmi ^ o dalla quadratura^ 
del circolo. 

VI» Oltre k quantità immaginarie vi fono i Fa-^ 

lori 



lori egnaU di 6 ^l che meijLtai^o 4i efl#M confid erati ; 
nnperciocchè non fomminrftrando quefti j che un va* 
lore folo di y ) quindi non fi otterrà in tal cafo V in- 
t<^fale completo) che fi defidera: Per togliere quefto 
oftacolo fi dee operare nella maniera che fegue • Sie- 
no adunque duf valori, eguali dii^rz^^onde fia j^-t^ 
=2 0; moltiplicati infitme /ara b k-^ zbr+rr^zzo; 

ma fofta J^=^^ "^ abbiamo pel numero precedente 
Ì~-f!JL, 6»=i~4> ^^« foftituendo farà —2. 

fc— 2 — ^-h r ry=:a; ora è cofa dimoflrata che P ia^ 
d X 

•egraie compietà di quefta equazione fia altresì in- 
cedrale , ma parziale^ della equazione difTerenzialCy a 
cui appartengono gli eguali; perchè il vafore di y 5 
che manda al zero quella, manda al zero altresì que- 
ftSLi come cia£cuno può facilmente fperimentare • Al- 
tro non rimane dunque che trovare 1' integrale com- 

2 f d y d d y 

-jleta di rry ^-^i 4- , ■ = (? . SJ ponga ir = e"" •% 

dx dx* 

^^ dx ^ dx^ 



d% d d %L té 

- — I- e*"^ -r-T-J queffi valori foffituiti nella equazio* 

dx d X* 

irdy- d d'H 

De rry^^ -^ f* =^> danno dd%t=:oy ed 

integran di farà d 'z =:ndx y e z:^itxJ^ X; onde fa- 
rà y =:7rx-hX . e'^; quefto valore contenendo due 
coftanti farà T integrale completo . Dal fin qui opera- 
Co è facile comprendere come ci dobbiamo re^olafe 

nel cafo ^ cfte fieno in: maggior, numero 1« radici e- 

guali 



guali deUa «qvazione , in cni fi è fuppofta i iaco- 
gnita . 

« 

VII. <ì:unào nella Iqazzìime j +LÙ.^ìJJ2 

■+* ,^ ^1 "" "^^T^p* =*i ** ^» *j.". ir fieno ifunuom 

della x; allota «JTa noa € & integrare, ecccttaatl pOi 
cbiflimi cafi pei; efempio in cui fia « = «* . x 



*=*♦. x-h«. , c:=:J'.x-i~m ; a\ i^ , e ♦ &c. m fono 
quantità coftanti ; fi veda il Calcolo integrale del Si. 
gnor Leonardo Eulero. 

Vili. Ogni qualvolta peraltro fi fa integrate la e- 
quazione j-h lll^ tlÌ2 ^iJ'y — « « 6 

prà integrare la cquaiionc y 4- Ì~l J^t£Ù . . . .-i- 
,_ Wx i X* 

^^» — '***'C*>»...jf,A fono funzioni qoalom* 

que di x, ovvero fono coftantì. SÌ chiami la prima 
equazione M U feconda M', fi moltiplichi Af' per* Vx, 

e fi (ornai i ar remo yujd x~:^/a u 4 j+jtl£d^ , 

"*" 4?j?^ =/X«<Ìx; tìoD raggiungo toOantc 1?M- 

chè ciò non altera la dimoftrazìone ; ma abbiamo 

/« «-<j=4«>-:/jrf(4»r);e/llfÌ2= Ì1<Z.- 

^X W X 

" j^^ •*"^ " ^^ — «e; dunque foftituendo, eor- 

di« 



€ Af O ni. X9% 

dinando per y. farà y. ^ u — d^^Jll &c. 4. -2 ^ « 

m. PC: 

Se foifò y>..« ^ x — </( «a ) -f.rf// ^^&C, =0; cioè 

uJK-^d^M $$)^dd it!Ll &<v = <>> che chiamo JT, 

d X, 



la. quale è. del grado »| farebbe j. ii« — ''^"^ *^* 
^ ^ « &€•. =/«Xì/xi equaziofle dii&reniiale del 



{rado n — r, e che chtàuo K, V integrale della e« 
quazione M^ ^ Suppouiaino che col mezzp della equa- 
tione ^ fi. ritroviì an^ valor dii « dato* per x ; cioè 
fiippomama che fi» nota un integrale della equazione 
If "; foftituendo^ queflo valore di n nella equazione K^ 
fi avrà un: integrale delia, equazione M^ ;, fc fi cono* 
fcano due valóri di ir ^ cioè fé fi, abbiano» due iute* 

Pali: parziali della, equazione )f^;, foftituito uno dopo 
altro» nella: equazione. JC , fi. avranno* due integrali 
della equazione M' ;; ambedue: del grado » — - 1 » col 
Olezzo, di quefti' due* integrali ^ offia equazioni fi potrà 
ritrovare una terza equazione , in cui i differenziali 
più alti di: y fieno al grado ». — 2 > che fari^ il fecon» 
do integrale della, equazione M* ^ fc i valori di u fie- 
no tre fi ritroveranno tre equazioni. K ,. che faranno 
tre primi integrali di AT ^ct grado ji — i ? per mez- 
zo dei quali fi potrà avere una equazione diiferenzia* 

le 
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le del grado #— 3 ,chc Tara il tcrxo integrale di UT; 
e generalmente fc 1 valori di u ricavati dair cquaziò* 
ne IV fieno di numero n , che cfprimc appunto il 
grado di qucfta equazione differenziale, fi avranno al* 
frettante equazioni K del grado n—i per mezzo del- 
le quali fi potrà avere una egoazipne differenziale dd 
grado n — «i=:o; che farà J' integrale in termini fi- 
niri della equazione M"^ il quale integrale farà com* 
pleto y fé avrà tante coftanti arbitrarie , quante unità 
fono nel numero n^ che è il grado della equazlcme 
differenziale hV ; dunque 1' integrazione completa di 
qucfta equazione dipende dalla integrazione completa 
della equazione ÌV. Quefia equazione /f^ moIti|>lfràtt 
per jfix ed integrata come abbiamo fatto ri(ì>ettiva- 

mente alla equazione It ù ritrova y. au^-^d LJLd 

dx 

écc.^^bu &c. to.-^/A+4j^+Ì^^&c. mdx) 
dx "" V^ djc dùf^ , J 

^nAi Aè Iz coftante che fi dee aggiongcre nella ia« 

tcgrazione; fé fia j^-l-X^. _^&c. ^0 cqua- 

dx Jx^ ^ 

ai one del grado ly da noi chiamata M^ aJior« farà 

y .au — d ^-— &c. 4- -2 . i II &c* &c. = A cquji* 

rfx* dx 

zione differenziale dell' ordine n — i» che chiamo ìÌT* 
V integrale della equazione W . Si ordini la equazio- 
ne K" per u y e col mezzo di quefta equazione ripe» 
tendo fopra la equazione M il difcorfo fatto fopra ^ 

auazione IV ^ 'fi ritroverà , che P integrale completo 
ella equazione ÌV dipende dall' integrale compierò 
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èeUt éfivmtìont M in inamèrajchc dato quello dì My 
li fa ritroTare quello di ÌV; ora quello dèe coAiene^ 
re tante coftanti ^ quante unità fono in n y che è il 
Stado della equazione differenziale ^^^; dunque fuppo- 
fte tutte, zero. fuorché una ^ e ciò ripetuto per o^of 
còftahte avremo valori dì « in numero Hy perchè a- 
vxtmo altrettanti integrali parziali di U^^ . quatti; vtt 
loti di ly dati per x foftituiti nella equazione ICad uno 
ad uno daranno come fi è detto di fopra V integrale com- 




:e|;rale completi 
^iffloftrare. 

JX. In queAo luogo faremo vedejre^ totee G può 
alle volte trovare con maggior facilità V integrale di 
«ma Equazione differenziale fuperiore col differenziare 
la ftefla equazione • Sia per eiempio la equazione diC- 
ierenziale 4 rf x* -4* 2y.d dj — iy* — - j jr rf xi =r a l|H)f 
li drffisrenzi quefta equazione fupponendo dx cofta» 
te , avremo d^y — dy rfx* = © ( C ) facciafi jr = f**; 
farà dyz:^rdxc'''yddy:=zr*dx^e'''yd9y=rUx^y''i 
Ibftituendo quefti valori; e dividendo per Wx^e'''>fa^ 
tàr3— r=:©; e perciò rz±§ y rzz i , r=s— i ; 
quindi avremo tre integrali parziali della equazione^ 
(G)y cioè jf= lat^y yz=:k€* y yzzict^' fy i quali 
uniti daranno il di lei integrale completo y^z^zu^ 
b e^j^ce-^ y che farà nello fteffo tempo integrale com« 
pleto della equazione H. Comecché nella equazione 
H i differenziali afcendono foltanto al fecondo ordì» 
ne > perciò neir integrale completo di quefta eqoazio^ 
jie vi devono effere foltanto due coftanti arbitrarie e 
non tre ; quindi conviene y che una iia determinata pet 
le altre due . Per determinarla attualmente differenzio 
due volte 1* integrale jf = a«4*ét*-4-^c-^> ond« 
fl^m IL f? ^ 
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toftuuifco 1 valori jr, dy^ddy nelk eqaasione M,« 



aa-^ I 



trovo 4 — 4<«*H-4&c=a, e percfò ff = 

l* inteij-ale completo deUi c^uaiionct W è j ^ 



C A ^ O V II L 



• • 



'' T T'*^ *^ ^"* * -^ ^ ^^- 7^ > ^* tangente - 
; yj. le dua Curve AìA^aH nel punto. jf; i5 pren- 
i^a )*.A iDfimtefiBHi j. e conducafi Y ordin»ta B M K , 
€10. pofta ,; fé la lineola M K differenza dette da*: om 
tfnate £Af ». JiN^ lia ìnfinitefinia rirpettivaroente alle 
ordinate: ftcffc; allora le Curvature dei due archr^f ilf, 
-Jtyi aiviaana ina differenza infinitefima , e perciò in 
yigo»: deUa, àottrina degli infinitefinii ^ le due preden- 
te- Ciinianire fi confoiMieraniio ^ 

.11^ Qualunque equazione) che efprrma I« relazio* 
se delle cooidinace ^IB v BM pofta AB infimteiijM 
fi riduce alla, feguente xrrj" ). difègnando n qm^un* 
que numero intera e fratto > come fi rileva dal Cape 
9«.del Libro g*. T. i.. delle noftre Iftituzionl Analitiche; 
#nde qoalunqve ptMrzioocelia infinitamente piccola di 
Curva, (li riduce al vertke di qualche parab0la\efpre£> 
ià per P equazione generale x ~ j« .. Comecché alìi 
fteifa jtf ìnfmicefima corrifpondono^ le j infinìtefime di 
éiverfo ordine, nelle Pìarabole di «Uverfo grado per 
*• eftr^ • 
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tfftft yrxz^i dunque ì vertici di parabole dìverfe,, 
cioè di diverfo ^rado avranno tdivena curvatura , per* 
thè la differenza M K delie oordinate BMj MK non 
afvanifce lirpcttivanente alle AeHe ordinate ; anzi que- 
lle curvatine fi ritrovano iofifiita mente diverfe ; per- 
chè £ M fi ritrova àiffcrite 4d £K infioitamenve ; fe 
poi h parabole non fono dì diverfo ordine > fi ritro- 
vano Ì€ BMy BH delP online fteflb ; ne per altro 
M M fvanifce in riguanlo loro; dunque quantunqie gli 
«rdii AH y AH abbiano curvatura dello Aedo ordi- 
ne> non fi potrà però dire che abbiano la ftefla Cur* 
vatara. Le quali cofe fi debbono por intendere irap- 
porto alle porzioncelle ìnfinitefime delle Curve > che» 
come abbiamo detto y tutte fi ridneono a vertici di 
parabole. Nel Libro g. Capo padelle noftre Iftituzio<* 
ni dimoftriamo , che tutte* le poraioncelle infiniteioie 
di Curve » ( eccettuati alcuni pumi fingoleri nei 
^uali la Curva è foggetta a qnalche llraordinatìo cali* 
^ìaoKbCo ) fi riducono a vertici di parabole apoHo- 
niane % e comecché il vertiee di quaianque paraboh^ 
apolloniana fi riduce a Curvatura circolare.) quindi 

Sttalnnque porzioncella infinitefima di Curva fi con* 
>nde con un circolo ; il quale fi fiiol cfabmare rr^* 
$ok f^fiularncy ed ii di lui femidiamecto fi dite Yn^^ 
Jà ofcuk^ Che poi qualunque vertice di parabola a- 
poUoniana fi confonda con mi circolo > cosi facilmta* 
mente dimoftrafi • Sia la eauaaione della parabolal» 
ft iijr =: XX ) prefa x infintteuma (ara a^ dy ts:(lx^; 
ccrf raggio a fi deferiva un cirsio ^ 4e prefe ie x nel- 
la tangente > Ja di lui equaiione farà t éj — >j=:>f i^> 
e pofta ix) ed in coofeguenza dj infinfrefima ftrà fi- 
mUmente a #^j ss jf x* i equazione identica colia e- 
naazione della parabola ; onde le due. iurvataire fi coow 
fondono • * . ^ ^ •• • ' * 

F p » III. 
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in. Se d»i putiti Af , K dì an archetto infiniteff- 
mo fi inalziDO alla Curva ( Fig. 71 . ) due normali M Di 
K Qj:he fi incontrino in li^^il circolo defcritto centro^ 
HìtttvMllo ilji > o QH è appunto il circolo ofiraU- 
fare deli' archetto IdUy come dimoftriarao nelle no-* 

mrè Iftituzioal 1 e neJia Geometria delli wSnitefìmi^ €€• 
cettuatì Tempre i punti fingolari deHe Curve, come i 
vertiqi delle parabole diverfe dStt^T àpc^oniana 5 in coi 
un. tal circolo non è ofculatore. Se la Curva (iarife* 
xita ali* alfe come nella finora 71.; e fé da QJR cm* 
li la normale fopra la ordinata N L prodotta in ca£i 
41 bi(pgno le rette N5, ^ Q^^^ chiamano corrgggi i 
Similmente fé la Curva fia riferita al fuoco A ( FI^. 
72«. ) calata da i^fopra ^ N la normale i^S le Q^^ 
£• N fi. cbiamanQ corneggi . Egli i coià facile a com- 
prenderfi) che tutti i punti Q^% offia tutti i centri dei 
curcpli osculatori di una Curva fieno in una tinca , Ja 
quale fi fuole, chiamare evoluta ; all' incoatra la Cui- 
va a cui appartengono i raggi- di ofculo fi chiama^ 
^ìxivz fentrata y perchè fé intorno alla evoluu fi met- 
ta un filo > il quale fi fviluppi gradatamente , in ma- 
jBiera > che la parte fviluppata coftituiica la taagente 
.della Curva evoluta, fi viene a delcrivere la Curva » 
a cui appartengono i raggi di ofculo; come efatta- 
mente viene dimoftrato nelle noftre Iftituzioni Capo 
II..U3.T.2. > e nella noftxa Geometria dellk infiiiirc- 
fimi* 

# 

IV. Il metodo piÀ fpedito ék ritrovare le dpretf^ 
.lionl analitìcbe dei saggi di oiculo > a mio credere yk 
il feguente . L'angolo LH X^fatto dalla oxdinau H L 
col raggio di ofculo NO fi chiami = 9, PAf jD=^; 
iia inoltre JHfL=x, LKzizy^KQ = R,HC=^iXf 
.C Àf = rf j ^ N M =ri/ X4 comecché JL N è parallela a 
PAiaii rangole JLKXi==NFM=rMJ2^+XÌ^J 

dun- 
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dunque farà 1 K F"— VM Qz=: Qj ed analiticamen- 
te ()} — <ip*=iQj ma i ^' — <(j=i/ fl) , e <p — q)' =— // (}); 
dunque fii= — <* 4>» * perciò — 4 ^ ; r; : <// : K ; dun- 

queR:=: ; ma --f =^-^Ì onde A = -- 

Ìl£ì-ettbndo gU angoli IKC, i^NM tetti farà 

WNC=IKr=a)| qmndi riCcoiid r.-dx; edr: 
S(ù:: dfi dy y e foftituendo avremo Ks— if x: if ^ , 

e diffètenaiando attualmeate fuppofta ^x collante fi 

trova ii = -; — ; — • Per la fimilicudine dei triangoli 

dxd dj 

KMCy SKÌ> abbiamo N5 = ^if = TT* «^ 

preffione analìtica del eonragj^io N 5 . 

V. Paffando alle Curve riferite al fnoco >f ; chia- 
mato r angolo J=zds, JHQjrzdpt AM Q^(p' 

fiukQj=zdt'h(lf—'^'=^ds-^d«pi ondeR=j---j- 
( chiamato al folito MK=dfyHC=zdy.MC=ulxt 

^N=j); cioè farà « == ---lii£±--- ; ma ab- 

taamo ^ = ^ > e per la eguaglianza degli angoli 

CHM i A^ Qjihbuaaq r:C^::ds:dx, ed r:S(f 

iidsdyj dunque foftittteaiìo iàià Jts: ■ ^ ' 

dx*^ydsd^ 

e dif» 
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e dìfkttnzhado ^ , fuppoRa 4 x coflante , «nemo 

»___ yitt 

SK fi ri«o,. =-f' = j_^£^. p„ „„„ 

fé col mezzo della Equazione della Curva fi elimini' 
no i differenziali , avremo il raggio di ofculo , e h 
€ortaggio -in termini finiti « 

* VI. Ritrovati i rag^i di ofculo fi poflbno ritro- 
vare Ancora' le equazioni appartenenti alla Evoluta. 
Dal punto O fi cali fopra. la linea delle afciflè HZ 
( f^. 71.) la normale j^Z, e fia al folito HI—*, 
^ ^f^J* " suppone ancora data la Equazione fra x , 
ji,^d,in confeguenza fi Appone <lato U jpiggio per le 
^cffe variabili ^,-j . Si ponga HZ=p, QZ%^i: 
avremo due altre Equazioni ^x+L Z\ q S^ N—j ; 
ma i ^ , ed 5 N fono date per *, 3 ; abbiamo adun- 
que ore equazioni,, per mezzo delle quali fatte /ìwjì- 

^® "<7T.' I ^ ^"*"* "°* equazione fra le > , a . 

VIT. Se la Curva fia riferita al fiioco A C fÌ. ji. ) 

fi conduca ^J>, e fia QL V elemento della Svoluta, 

. ^^^ * *8"*® * V ir , ciò* «JJ» elemento del »a2- 

f!?, j*' J»^«"^? ^u-^'. ^ «S"8^«?g» -^ i . a cui tirifi iiof- 
male OK; fi chiami jaK= i ar , ^j == * , k l = /•. 

Comecc> No, N5, fi fuppongona date per ^N, 
oflia per », &rà jfD=a:p funzione di » ; e perciò t 
fanzione di ^ ,• onde T^endo iJ fiinziojie di j; farà an- 
cora funzione 4i pj onde MR farà =sPi^/; Pdifegna 
jna funzione di P, « QJC :± d f zs d f ^y^ZT; 
aar» la equazione deUa evoluta. Ovvero eflendo/di« 



tft 






P^J?yy * ^^.QJr ^ ff"37T4p"datt per ,9r ^ 4y^ 

coi mexzo di quefte due equazioni fi faccia ipanre la 
yy e djtì come efpQnemmo nel Capo 2«n. ij» efi otterrà 
UTOSL. €qHZ^one:\ fra f^rdf y dq. " - i •- -^ 



vili. Applichiamo ora V efpofta Teoria asli efem- 

Jyì. Si Toglia il raggio di ofcttlo della pafabcHt apoll 
oniaiia. i.Mx:szyy ., Differenziando farà ad x:s:ydy{ 



a 4ifrMenziando di nuova nella fuppofizioae di 1/ x co* 
fiaii(è: farà. = dy^^^y d dyy "olffia ddy:=:zT^, Z j in- 



oltre clfcndo» </ x* = •!— fl.i farà <//*=. — J-i- dy* • 
Si prenda ora la. formola. del corraggVp in fùppòfizio* 



ne di. dx collante =2 , efegvite: Te debite fofti# 

Iflènda nella parabola dx\ds\ty .-y aa-i^yy ; ed 
(flendo ancora, d^fidr come il coirgggio al raggio di 

ofculo, farà yia a Hryy^iiy* m ^ n '^i'? ; R jp: 

HÌ2.1- = .1±±ÌL ^ Se popgafi" x= ,. nafce il 

laggio di afculo = « >. cioè- eguale alla metà • del pa- 
xametro'. La e<i(Utiotaftd^Ua evoluta fnif a 4 itoci: fi ritjrd^ 

■ 

at^yy jfJ 



** ^'^ ne 



t«4 L IMJt O ÌJt, 

ne fMMssy*. ta retta LZs=SSlJi titrovttttìf, 

aia M ' 

<ioé far è a*/=a**^jjrj,j « moltiplichi «oefta fr 

S azione per jr , onde fia ijr^f =;; £*«y^|. j^j, ^ 4 
tragga dalla eqoaziooe qaa = yi moltiplicata pei 
$f ^*» J^'*^ — zyaf^=—zaay , offia 3 9 a rs 

j . 17317} onde j = -2JLÌ- , ed j» = i2±^= 

f0s; OMC — ^, j»=r f — il , equazione che ap* 

.partienc alk ibcottda ptrabolt Cubica . 

IX. Su la Curva una Cicloide ordinaria j in tvi 



1 ^ -^^^Z za — jc 

e #J= ^ _ , e fi voglia il ra£^ di f^<i^ 

lo ; differeniiando io fappofizione di dx coHaBCe i3»à 

jj^.^ :^Mdx^ XMdx^ . ., 

*^^— '- : . ^g^xt-^ onde il 

*/24x — ^xic^ : ^ 

— i/j* _ ^^ . 

conraggio =_ — farà =2 ^2ax---xx; mm a»» 

biamo dn :i s i i il conaggio al raggio ; cioè 

'* f -— : ; 2 ^2 il X — X X ; H; dunque Jt =s 

tyf ^aé— tax* Per trovare la equazione della E» 
voluta ù noHy che ÌlZ=qzsz^ za x — xx «^z; 



k 
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2^ xax — XX : : dy: dx::^ za — x:^/l< ; dunque 
Si^=2» la -^ X ^ e peiciò f:zzjfa^^x ^ oflia x=s 

4« — Pi adunque j=:2 J/ 4^1— p . y — 2 ^ ~«3f ? e 
differenziando avremo 4 q :sz%d k 4^— p • ^ — 24 



^ . y — ' — "■■ ■ ' ■'"- dpjp 



%a 



V'4^— / 



Ap .yf J^a — p 

} e cmamata f --24 =: »> avremo li- 



y/f^za 



dfis/za-'^u 

Baimcntt dq^: ^ ^ ; onde la evoluta della 

yropofta Cicloide è la flefla Cicloide. 

X. La Curva riferita al fuoco A ( Ti^^ 72. ) firn 
la ijpirale logaritmica , in cui V angolo AHM h co^ 

ftante zi^ttì farà dunque dxz=i^ ; onde pofta 4? ^ 

MB ^ f^ 

coftante^ fari ddy:=iQi avremo inoltre rf/ss ■ 9 

adunque fbftituendo nella foxmola del iraggio di ofco^ 
lo K= l£ii_._ , JaxàJR=y!. Volendo 

4x4/* — ydxddy Sn 

determinare la evoluta fi offervii* che Ì'ang<^ ^03^ 
ZZI lU) — IT, dove la denota V angolo retto ; ondeTa^^ 
tà HQ^SH::r: S^; N X^J S ^: ;r:Cir ; dunqu;^ 

SN=j> ^à SUpz^.ji onde f:=:J^yyCdtsi 
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V r r Ctz ,' Stt J p .i-i 

dj I — ^ -^^ ; arrfj x: ■ ■> ^ ; chà è . apputuo 

/ .S^ Stt ^^ 

in equazione della Curva propofta ., 

• "^h Palfidmo #1 PtobUmi iiiverfi : Rìttovùt tttia CttW 
riferita alTaflk , ìq cut If oxztnnrt» 2^i ^ pi^. jj, ^ fia al 
corraggia K5 m ragione co&antC|Cfoè cornei ; »/ rai* 

rà dunque j : — - — : : r : ii ;, onde ny ddjzz, — d j» 

z=z. - lij* — <ix», càtLyidy-^dy*:=. — «{x^. Si pon- 
ga f dx = <^j , farà df d» z=d dy , e fofticuecKlo a» 

♦rema ttyfdfJHÌ*dyi=:^dy ..oflìa if.£j^- ii . ^ : 

* perciò iJ7^r7=:/»L, cioèi^;-fe.i=:JL, e & 



:?* / 



àalmcnee / = ^srrl/i- — i ; onde <^x = Xil 



•* •^'^^•=?/~r s£-i ' ► f«)b. a. Ritrorare una Cwc- 

va rircrita al fao«> if, C %.72.).,in cui ir raggio di 
•fcolo fi» dato p«r AÌLz=,y . Saia dunque R=s 

3^4, «Lj^^^^^ = 2*^^ * qualunque funaione dij i 

comecché abWam» 4*j»=i/x«-|-rfj», diÉferenùamlo 
«ippofta dx coftante avremo dy ddy=.drdds ^ o 

Hsci^ ibftitiita4o lata r =: ^ ^-^ ^ ^*, -. / 6 

dxdyds — ydffddf 

9on» 
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ponga fiìe :ssd s , farà ifd^ ::z.ddt \ «Onde Tzs. 

A^^^flili^ Adt^yd^zs:d4f^^,U^ 

«naie equazione eflèndo «dotta ai primi differcuiali 
fi ^Qtrà jUmeno tralccndentemente cofiiaixe * 

% 

CAPO IX. 
Drf R^gfff riflegi € rìfiatti t dette CmtJlUhe . 



I. T^Al (Minto A ( Fif.75.74.) che H chiama futeto 
LJ raiianu (i panano le rette AB^ AC ^ che€ 
chiamano raggi incidenti^ ed incontrino la Cttxva BCi 
il inalzi B X perpendicolare alla CMrva , e conducafi 
B P) la quale fia firuata dalla ftefla parte della Curva 
M C , dove fi ritrova il raggio incidente ; e la perpetn- 
4Ìicolare £ X fia fra AB^ B?\ V angolo ABX Q. 
•chiama angelo di incidemxté^ V angolo P BX angolo di 
rifteffione^ e la K F fi dice raggio rifteffò ,- al contrario 
fé la it P efifta dall' altra parte della Curva in rigu^r- 
ào al raggio incidente Ad come nelle Fig. 75. !§• 
4Ìic6fi eao raggio rifratto . V angolo P BT fatto dui 
f a^io riff atto con B T perpendicolare alla Curva dai^ 
JaAe Afa parte) dove efifte il «aggio rifraitto ùóìcean^ 
^olo di rifrazione. Prefo l* archetto BC infinitefimo^ 
4r condotto ti raggio incidente -4C^ ed' ilrifleiTo, o 
rifrauo C P^ come efige la relazione fra J' angolo di 
incidenza , e quello di rifleflione o rifrazione >. che fi 
fuppone data; i due raggi B f ^ C ? ù incontreranno 
tn P ; fi ricerca ia e4>remone analitica del raggio BP^ 

Qja z a. 
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II. Supponiamo in primo hiogo,che ilragpcrBP 
rifleflb , quello verrà fegato Jià AC nel punto S ; 
ed eflcndò gii angoli AS £^ PSC cguzliyUxk AB S 
^AszFC S^^t^ onde P= A B S ^PCS^ A zzi 
ABX^ACZ+PBX^PCZ^A; Ma ACZ^ 
AB X è h differenza dcil' angolo di incidenza; e PCZ 
^^PBXh la differenza deir angolo di rif e/Hone ^ dun- 
que fé r angolo di incidenza fi chiami |ui,e quello di 
TifleiBone ir , ed il fi chiami d z j farà P = — ^ fx; — - 
dTC^dz * Se ]|oi il raggio F S fia xifratto ù trova^ 

HL Centra P intervallo PC fi deferiva il mini^ 
mo archetto CN; è cofa facile a vederfi» che Van^ 

Jrolo BC K è eguale alP angolo di rifleflione ) o ri- 
razione;: dunque chianuta BCzzidfy avremo r:Cft 

df Ctc 
::dsiCKz=: — -~; ma chiamato C Pz=l.z abbiamo 

r:CN::r:z , oflk zrdfJt-^ dndtzds :^ :: r 

^^ r 

d fC ft 

:z ; dunque z zz: .i \ ; i fegni fuperio- 

— dfl — d'KZÌzdB 



ri fervono pel raggio riAcìTo ^ e gli inferiori per rifrat- 

to • Se il punto radiante A fia infinitamente temoco 
dalla Curva» nel qual cafo i raggi incidenti fonopz-^ 
r allei! , d e diviene nuUo rifpettivamente ^^dfXyti'j^ 

d sCtc 
onde avremo in quefta fuppofizione z = 



du—dit 

Se r angolo di riflelEone a rifirazione fia nullo , nel 
qua! calo il raggio rifleffo , o rifiratto fi confonde coi 
raggio di ofculo , farà di:^Qy e C'KzzLfi ondo 
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% z= ...i..; — : — ^^ . come nel Capo precedente ; f^/ 



perciò il Problema dei raggi di ofcHlo coftituifce ub 
dafo particolare del Problema dei raggi rifleQiiO'rìf ratti • 

IV. Se- in vece degli angoli fi voglia introdurrci 
sella eipreflione di z, le linee^ che loro appartengono; 

£ oflèrvi) che^£=: , chiamato ACzzzjiC BMziz 

y 

dx alTolito; inoltre rfu=lil!i- e d7c= li?^. 

Finalmente, fé fi vogliano nella erpreflione di z le fo* 
le y y dx e loro differenze fi oflèrvi , che eflendo V 
angolo ABM retto , come lo è V angolo X JB C , tol- 
to il comune XBM rimarrà 1* angolo MBC:r:iABX 
.=;fx; dunque r:Cik\:ds:dx^ riSfXiid s: dy^ c^ 

perciò C Mrrz: -- — > S u = ^~^ ; il fcno poi ed il 

d f di 

coiTeno di tt, eflendo dato 7r per fXf come fi fuppo- 
ne , faranno ancora eflì dati per d k ^ dy. Differeiv- 
xiata per tanto la equazione della Curva , e fatte le 
debite foititusioni > fi ritrova z in termini finiti. 

V. I punti F dei raggi rifleffi o rifratti efiftono in 
una linea , che fi chiama Cauflica . Per ritrovare la-. 
Equazione di (juefta linea, pofto che fieno dati i ragzi 
xifleffi o rifratti;e che i raggi incidenti fieno pacai leli; 
fi conduca la 'retta K AS ^{^Fìg.'^j') che fegbii raggi 
incìdenti ad angoli retti ; K A y AB coordinate della 
Curva RBS a chiamino x,^» e pofto B P il raggio 
liAeflb y o rifìratto , farà il punto P nella cauftica»; 
da quefto punro fi tiri TL normale ad £Sy e ff chia* 
mi K t =p > L P = ^ , le quaK rette fono le coord*. 
nate della Cauftica^ fi produca ^ fé £» bifogoo, P^ 

fino 
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fino a tanto ^ che feghi /l S in TL e fi coodna S 



ìibT 



«:_.- «'.>vi«iisii.acu angolo di incidenst AB Q , cA 
«ftatiohcjP* r ,• dunque ABr^fj,±n; friquo 
farà C . ^±ff : r; .jr : BT::q:rj'ic C. JI^:^ ; • 

±y + q'.±BT^rPz=i%i e perciò t£ie^:;p^ 



e: 5 ; fimil mente fi ri trova ^=i:x^' ' ^— ^T^ masi 

e il Seno , e CofTeno di a ± ^ fono dati fcr le m-^ 
y , 9nzi per la fola ti , o fola y , perchè i data la e- 
guazzane della Curva ; dunque fatta patire quefta va- 
riabile , rimarrà la equazione fra le f , « cooidiaaCt^ 
della Cauftica. 

^ ^}- Quando poi i raggi incidenti paKan<f da un puntò 
^i ( P'£' 19 y fio)BPyCK fieno i raggi riflcflì o rifratri 
•convementi ai punti B ; C, fata P K l' elemento ^eJl*:- 
Cauftica , U quale elemento fi chiami du; t condot- 
teAPi A K, e deferi tto V archetto Pr, fi chianù 
PTz=:dpt AP=zq,rit:=zdq, farà df^^du*^ 

dq^i e comecché è PK=cji: —F£^XN, fut^Ju 
=i/»rf-BN; ma abbiamo B N=il£3 num. z.i 

d-r SfF 

onde duzzdz-^ ■ ■ ■ ■ ,• ed la confe||ueiiza ^/«2e 






j , d f i)fr 

** -r -^-r- « j*- Dal punto ^ fi tiri A S oot- 

Q^le A JPB piodotu (e là bifogno , faci S5^ 

• • ■ 

J<3 
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liì'^j?^ j' onde P ? =; z hP" J' ; ^ ^^^ ;- ftmiWentiLJ 






jD 5 ed il Seno> e Cofleno^di juiiti^ dati per y , fic- 
come ix>y if dati fono per j) ^jf^> col. mezzo del- 
fe' d«e e^uftziotii fatti fparice la jr^ ed ii fào dilFerehw 
ziale. i/ j 9 refterà la equazione delU Cauftica riferita 

al pulito ^Ajvi fe r^r ^¥ > ^/ - , . ^ 

VII. Applichiamo quefte Teorie agli efempi . Sia la 
Parabola A D S, ( F^ 8r.) il dicui vertice principale fia D% 
V alle DCy i raggi incidenti fieno paralleli alP afle > 
i quali riflettano in maniera ^ che T angolo diinciden-^ 
2r^ iki eguale ali' angolo di« lifleflione , fi cercano V 
raggi riftefli^ e la Cauftica.^ Il parametro della para- 
bcSa fia =i/j, la. retta .jRCS = zi, DC=c^ KA 
=:xy ABzzzy'y fi conduca BG normale a DC, farà 

BCzizb ^»=.-x ,^ i>G =r r ^y ; e perciò 2/r. e ^—y =: 

-— * . ^ dsC nz 

i — X . La formola del raggio rifleflb è z =. -^-— p- i 

e comecché fi fuppone umt farà a = ^— - ;r: 



■ » ■ ■ : ma è- C ^ = — r — , Sm 1= — r-^J dun* 

X r d S Tz' d s d s 

« :=: ' — > e dllFérenxiando --^ in fuppo* 

d^ 

(izia- 



gli IIBRO itL 

fizipnc di dH Coftantc, farà rfÌ2 — £f! ddji oftdt 

df ds^ ^ 
.^ds* 

s ss — r . ■ ■ • Si differenzi dae volte la equazione del* 
la paràbola, faippofta coflaate dx; farà ds*:=zdk^'^ 

"^~" j e ddyz=z ^ ; dunque fo(ftitcreado a- 

vremo :o zr ^ ^ ""^z ^ — ^ pex ritrovare la CaidKca^^ 

covendo cuere q=: ■ -~j , e | 

r 

fium. j. , farà ;> = x -) 5 ^^ q 

ds^ 

— j lìb. 1. Gap, ro. T. i. ; nni -^LJ? = 

aa^b — x: 
dunque /^rzx+i — x = *j e perciò F afcrffa deJfa 

Cauftica è coftante = * . Inoltre ^^^~ ^ = 

■*; . , .rr ■ ■ -^ , e pcrciO 

^ rfx» — i/j» /r» — fb — ^)* 4* — lAxJ^tay 
dt^ za za 

e finalmente ^r=». si. — 7= r-c quan* 

tìtà coftante . Pertanto fé alla eftremità di il C = * fi* 



r 




, i * 



«ormiile C 2> , da cui fi %o\g^ D P = -^ , il punto ' 

atà 
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iàrà la Cauftica ricercata^ Xaonde nel 090 ;pcefentt 
tutti ì raggi rifleffi (i unifcono in P • 

^III. Suppofta la ftefla Icg^e idi eguaglianza d«lP 
angolo di incidenza ,« di TÌfleflione i raggi AB( Fi£^ 
82. ) perpeniidicolari al 'diametro Ji S incontnoo Ul» 
circon^renza del cìrcolo RJ)S; fi ««ta il Ta^ori* 
fleflb £ P) e la caiiftica ìR P £ . Si prenda la fomoU 

adattata al caTo prcrentc a = . ■ i fi conduca il 

xaggio JB C ) e CD normale ad K S , farà P angolo 
jlBCz=zBCD ; dunque chiamata CjRrrr , farà 
JSD zzili; ma è R B = / ; tiunque — #//ji=^s;.on* 

je X = ^ = - — • Ter trovare la equazione della 
2 a 

CauRìca, fi chiami CA = Xy AUzzyy farà BPri: 

-:?!- ; Inoltre abbiamo il C fizzzy , 5 jui = x; CX=ip, 

PjL ^q. attendo ir: SxfAr.r^: 2 Sjui. C/Jt ;: r*: axjf 

:: 2.:P0; Tara Pt)s=:^i j «lunque t;I=| = i* 
2 rr 



rr rr ^^ 

^ \ — .^ 

^ = — ,edxx= ì r r . Inoltre riCifji: :rr:Cfa 



Ah 






dunque i< O =L P=r^^= 



,11 1 I ^^M— i^i 



%f f 



X 



r r — X X* . r r-+-z xx 



i ; foftìtuendo pertanto H ^lo« ^* 



2 rr 
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X X dato [Vr /^ 9 fi otterrà la equazione fra ; , 9 coor- 
dinate delia Cauftica. 

IX. Sia M^C U fpkale logaritmica ^ in cui T ango- 
lo. ^., che h MB colla normale è coftante; fi .cet* 
^ il raggio xiflcflb nella fuppofizionc , che T angoto 
di incidenza fia ^gazle st quello di rifleffione . La for- 
mala del raggio rifleflb per quefia fuppofizionc è xpztl 

■ V «* ■■ p , La quale > comecché a k coftante ^ e 
. — Zia. u -ir de 

éfii-zz o^n converte la * =l ■ . r . ; maèds=z: . 

e Cix=:^—T — ; dunque «=j() e perciò id raggio /i- 
flcffb è eguale alP incìdente •. Per ritrovare la Caufti- 

ca eflendo nel caCd prefente ^*=j— ^^L — iL 4^ 



■•-^ 



i 



r 



tlllJL^ e iif«=^j+ ^^-^2-. dalla pri. 
ma di quelle due equazioni fi ricava 5^*=;2j* — 

" r r #f r r 

de 2 = ii — ìi , ed -!^ = j , e perciò dfz=. 



(,^^^"lfJiXoflìai^= 



4^> 



C fx ' rr 



) 



> 
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la quale equazione aifpartiene fimilAiecte ad una fpi« 
rale logaritinka. 

X. Non fi deono paflare totalmente fotto filen- 
zio i Problemi itrverfi deSle Cauftichc :. quefti ii di* 
ftinguoTio in due claflì; nella prima claile fo^o quelli) 
hi cui dato ii punto radiante ^ il xz^ìo rifleflb y o ri* 
fratto 9 e la le^e di rlfleffione, o rifrazione y fi cer* 
ca la Curva riflettente j o rifrangente; all'altra Ciad 
iè poi appartengono quei , in cui dato il punto radi- 
ante il raggio nfteflb ) o rifratto » e la Curva cifletten- 
ce ) o rifrangente fi cerca la leg^e di rifleflione , o ri- 
frazione . Per la prima clafie • Sia dato il raggio rh- 
fleifo in <]ualunque ^naoierfi pel ra^io inciden^te» e V 
angolo -di incidenza fia eguale a quello di rifleflione i 
fi vuole la Curva riflettente • Si prenda la formola a« 

dattata a quefta fuppofiziont a&= ^ . > ma 



r i X ^ r i X jr d f C U . .. 

i^£c=— «Cu=;— — j oflia ^= :rfir;duih> 

^ d ^ 

qae di=: ^^ e foftituendo nella formola di » 

y 

farà •^iJa^ !-L= 1-, oflia ^ =^ 

d s ds .. 9 d H ^ .^zd fjL r dy 
; ma è rf/=:. ■ ^ ; dunque — — — u=--^ 

rdy ^2dix Six_ irdCfx _rdyrdy 
ySn C> C/A ». JF ' 

2 'f<^f^-^y^'^y^^^latcgtzndoj'C^A=:/'' 



C> » j 



Re 4 iyAdx* 
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^s" 



y^'f»^ _„^^ j«— «* »^5 



;oade. dx.^m 



xr^ Per la feconda clafle. fia dato il. punto radi^ 
antC^I^ Curva, riflettente* o rifrangente , e i, x2Lg- 
gi rffi^Ol , o rifratti , orna. le. « per linee appat- 
tcnenti alla Curva riflettente i o. rifrangente ; fi.' cerca 
la legge di. rifleflione » o. rifrazione. . Italia, formolsui 

%=i ■■■>> , ■■ ■ > .. » ^. ■ ■ .1. ncavozcarfa.— «liI^ dtixdt 
.Z^dfX'^d/Jt^l.ds. -IT ir 

rr::ifC7r; e polla q: zd fx:ìz^ds:=z ad p y giacché 
i> , |(ii ) f fono quantità, appartenenti, alia, data Curua j, 

avremo adf:=zdsCi:'^%dit.:=z%.C'n:^— 1 

^ érdS'K'dss. ^ . ds dt ^ 

r=:gC7r.( ^ + \; fi ponga.— =— A- 

ri ^ data per lince appartenenti alla. Curva ^ ed arre- 

-^^ -j^ •^— / r d S IT , d t %^ 

mo adfz=:.zC7C.f , , ^>+. — I ==^ 

N rr— Stt. / 

^ / i/Stt . dS^ . ^/\ , 
a& C Tt. . f , nh ^ •+ — / i " ponga^ 

^a.r+S^ 2.r— Stt ^/ _ 

i?S^ rfS* dt Jtu^ . x/r-^Sir 



*•** + 



= «;> djL cui fi ricava. 5^ =: r . ^5 — ^^^ — ; dunque-». 
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X T % t d u 

dunque foftìtuendo , farà adfzzL -> offia attdf 

u u -^ t t 

-4-^ ««^1^— 2 r»//?«=:o,. forinola che à molta af- 
finità, colla celebre formola riccattiana .. Effendo per* 
tanto z yt^df date per linee, che appartengono alIa-« 
Curva riflettente , o- rifrangente,. la di cui equazione fi 
fuppone data - faranno- tyZ^ dp funzioni di una ftef« 
fa variabile- appartenente alla fteflTa Curva ;, onde tro« 
Tata, u per quefta variabile , mediante, la. integrazione 

della, predetta formola y €l avrà. S 7r = r "^~ ■ da* 



to per una quantità.^ che- appartiene alla Curva riflet* 
tcnte y o. rifrangente ; ed in confèguenza farà, nota la 
legge di rifleflione , o rifrazione'.. Quefta materia afta* 
ta da ivoi diffufamente trattata in una DiflTertazione^ 
letta nella Accademia di Bologna ,. e da inferirfi nei: 
di lei Atti .. 



C A P O^ X. 

Dei Punti Jtngolari ddU Curve ., 

L. XT^I Capo 2. del Libro fecondo abbiamo vedila 
JLN to , che cofa accade: alla. Curva nei punti , in 

cui il numeratore o> denominatore: della frazione — ^ 

diviene zero ; preféntemente^ olfcrveremo ciocché di 
particolare* avviene alla Curva, quando contempora* 
neamente- diviene, zero >v d Xy dj ;, cioè: quando fi ab* 

d J^ Q 

bia --- =: — , della quale, fraxionc* nello ftcffó Capo 

pure 
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ipmc fi diffc qualche cofa. Per comprendere ciò coti^ 
diìarczza fia U Curva A BMHBC C Ftp. 83. ) che 
tagli fé fle/a in B^ e P Z fia rafcifla conveniente al 
punto ^, e ^B iia r ordinata; fé nella quantità del- 
la aicifla PZ facciafi un cangiamento inhnitefimo^ fi 
oflerverà che nafcono fubìto due ordinate, corrifpoa- 
^enti alla ftefla afcifla. e che differifcono per una quan- 
tità infinitefiroa; lo fteflb airvicne alle afciffc, fe il can- 
giamento infiniteiuno facciafi nella ordinata Z B ; Zr^ 
dunque nel punto B , il valore della afciffa PZ ^e dclP 
ordinata Z B t doppio '; per la qual cofa la equazio- 
ne che appartiene a quefta Curva dee eflere tale, che 
pofta xz=:PZ=za^ abbia j due valori eguali a Z B^ik; 
fimilmcnte polla j=:^ dovrà x avere due valori = ^^ 
Collo fteflb metodo fi prova , che fé per B paflino tre 
rami di Curva, avrà jr in B tre valori eguali corriA 
pondcnti alla ftefla afcifla^ ficcomc x avrà fimiimea- 
te tre valori eguali corrìfppndenti alla ftefla y ; i va* 
lori poi delle x, y faranno quattro, cinque &c. , fé 
per B paflìno quattro, cinque &c. rami della Curva^ 
Prendafi ora la equazione x—/i . ^^- y^ZTi ^B:=z 0; 
quefta è di tal natura, che pofta x=a fiaj=:t, e 
pofta jf=fc fia x = /t, benché AjB denotino qualun- 
que funzione di x, jr e coftanti; la equazione poi 

x—a A^x-^a y—^b.B+y^b C—o è tale, che 
pofta X = 4 nafcono due valori di j = è , ficcome po- 
fta j =: fr nafcono due valori di x eguali ad a ; ben- 
ché Ay By C fieno qualunque funzioni di x,j; egc- 

ncralmente la equazione x — a A-^^ x — a y^b B 

+^— * J— * C -f-y — * >!' = <j è tale, che 

pofta x-zzn nascono valori di j = ^ numero m , fif* 
come pofta j = * nafcono numeco m , valori di x=«i 

adaa- 
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adunque la equazione della Curva, che iega fc ffeflfà io 
im punto, potrà in tal plinto ridurir alla predetta forma. 
IL Égli è cofa facile" a cotnprenderfi , che fé la 
equazione predetta non ù differenzi numero m di voi* 
ce > tutti i termini dei differenziali faranno molti* 
plicati per x-^a^ e j — A; ma pofta x=:ay viene 
y-=z k ;. aduxrque pofta xz=z a tutti i tesmini dei diffe- 
i^enziali JVaniranno , fé la equazione non fi diffe* 
renzi numero m di volte . Per tanto la relazione dei 
differenziali dx: dy' ntl punto, dove la Curva fegafe 







RclÙLir vevicà eipreffa per — fino a tanto che la equa* 

zìont non venga differenziata numero m di volte • La* 

onde la frazione — denota un punto di Curva in cui 



i rami delTa fteflfa Curva fi interfegana , i q.uari rami > 
fono tanti quante unità fono in 191; perciòi un tal pun- 
to di Curva fi chiama multiplo^ cioè duplo , triplo &c. fé 
i rami, che vi paffano,fóno due, tre &c. , cioè fé m 
fia a , 3 , &c. 

III. Per ritrovare adunque queftì punti di Qirva 
multipli e per determinare il grado della loro multi* 
plicità; a differenzi la, equazione delia Curva f che 
chiamo (pz=zo y onde fia dop =: M// x Hr N 1^^= ; fi 
fupponga Mz=:oy N=:o e con quefte dLue equazioni fi 
determinino i valori ài Xy y ;; l quali polli in Cp fé fod* 
disfanno alla equazione , la curva à dei punti multi* 
pli, e tanti quanti fono i valori di x,j ; in cafocon* 
trario non avvi alcun punto multiplo ; il grado poi 
della multiplicità verrà determinato dal numero delle 
'volte , che bifogna differenziare Cp=^o y acciocché i 
differenziali non fi elidano nel predetto punto . Vedia- 
mo un cfcmpio. Sia q):=j4 — ^ x^J^'-h bx^::^o ,avre- 
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ino d<lp:=zMJx^Ndy=(ìiy^—2axy)ély-^{l^ 
— af)dx = oì onde Af 1=3 tx» — /ij»,N=:4J^— 
2axjfi fi fupponga M=3Ax* — aj^z=zo^ ed N = 
4y — ^a X j = © ; 'da i]uefta ricavo j=ro , il quale 
valore di y pofto in M nafce umilmente x = ^ ; tjue- 
ili due iralori x^ ^ collocati in p fanno verificare la 
equazione; onde dove è x=r « ^la Curva à uo ponto 
jnultiplo • Divifa la equazione K per y naice 4 j^ — 

2 a xz=: , e x = ^^ ; ma per la equazione M ab» 

y znd[l — 1 "T > ^ perciò x =— ^ ; quefti valori (fi 

X ) jf collocati in (p^zzo non fanno -verificare la equa* 
^ione ; onde la Curva non à che un foio punto mul- 
tiplo . Per determinare il grado del punto multiplo ^ 
idifFerenzio 9=0, e nafce ( 47^ — 2/1x7 ) Jy^ 
( 3 * X» — ày^ )dx=zd(!pzcOi il quale dlffcrenz/alc 
ivanifce poftovi x =0 , jzr (?; tomo a differenziate 
fupponendo per abbreviare il Calcolo dx^ 1? scottan- 
ti , trovo d d q>=: i zj* dy^ — :ia xdy^ — 4 ^7 i ^ ^y 
^óbxdx^-zzo. Ho fuppotto dy ^d x coftanti ^ giac- 
ché o (i fuppongano collanti > o no ) il numero delle 
differenziazioni neceflario per giungere ad un differen- 
ziale , in cui i termini non fi elidono farà femore il 
medefimo, come apparifce chiaro confi Jerando fa for- 
ma dell* Equazione generale recata alU fine 4el n. i« 
Qucflo differenziale umilmente ivanifce poftovi x=Oj 
yzzo; dunque differenzio un* altra volta ^ onde na* 
fca ^^ <p = z 4^ dy^ — 6 a d x d y^ ^6 b i x^ -=. ^ ìil. 
cui poftovi y~o abbiamo èdx^'zz.dd xdy* ; duafue 

\ il 
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il teixo ^ifFexeuziale non fvanifce, e perciò il noftro 
punto multiplo è triplo , cioè tre rami di Curva fi le- 
gano in tal punto. 

IV. Dalla Equazione 6 dx^=:nd^dy licavo 

rfxz=:^, e ÌAc=^^.± •^ — j dunque le ragioni di 

i je : dy fono tre f cioè o:i , y^IT: ^b^^^ : — |/ ^ ; 
e perciò nel punto triplo una tangente è parallela al* 
la ordinata; le altre due fanno colla linea delle afeli* 
fé r angolo determinato alalie (uddette ragioni . 

V. Le <ofe fin qui ^ette poffono faciimciitc in- 
durre a credere 5 che tanti fieno i xami vifibili tlella 
Curva > quanto è il gradio del punto multiplo; ma la 
cofa va di verfamente^ perchè alle volte alcuni rami fo- 
no imif)a^ìnarii,anzi alle volte quefti punti fono affat- 
to foUtariijC fiaccati dalla Curva, alla quale nientedi- 
meno appartengono , come gli altri; e ciò avviene quan- 
do in una Curva , che à qualche foglio , fvanifce tal 
foglio per la fuppofizione» che fia eguale a zero una 
coftante della di lei equazione^ queiti punti multipti 
£ chiamano ionjugati^ 

VI. Oltre i punti multipli delle Curve fi danno 
ancora i punti di Jlcjfo contrario , in cui la Curva da 
concava fi f% conveffa, o viceverfa, come farebbe il 

punto F ( Fi£. 84. ) della Curva HL. In quefto pun- 
to U tangente MU è comune e all' arco concavò 
HFy e al Conveifo F L ; ma la intercetta deir ordi- 
nata fr9 la Curva ) e la tangente dell' arco concavo 
è o^gativa y ie quella dell- arco conveflb è pofitiva^'; 
dunque nojj dandofi paflàggio d|il pofitivò ^l negativo 
fé non fc per il zero> o per T infinito , quefta intercet- 
ta in- F farà o eguale al zero 3 o infinic» ; ma ^ueft» 

, • - , . . .^ • * » 
Shm» U, Ss in» 
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intejrcetta analiticamente, fi dee efpxiaierc per ^ j 

adunque in F dovrà cflere </ ij = o, avvero ddy=zoo. 
Turro CIÒ è din^oftrato nel Lib. j. della noftra Geo- 
metria delli Infinitefimi. Prenveflè quelle notizie ecc« 
come fi determinano i geOi contrarli delle Curve Su 
la Equazione x» '—bj*-^ai=.o , differenziando iati 

3 x*// X— z ij i jf = 0, e perciò <f j =ifl£f j orwj» 

X b y 
ó X d A^' 2 x^ d X d ^ 

6 X d X* i x*d xdy ' 

avremo ■ . — ■. ■ . ^ • =0; ma abbiamo ^7= 

^^, '^ ; dunque "foftitucndo farà — — 2Ì[1 r= a , 

cioè 4*jjf— 3^xJ = o; dunque ^j =ifÌ ; il qual 

4 ^ 
valore foftituito nella equazione propofta ci dà x^ — 

3 ^^ ^ . - 

-— - = ^^ 5 cioè x3 — 443 ,ed X = tf ^ 4 ; pertanto 

dove X à quefto valore, ivi la Curva à un fleflb •con- 
trario. Se iappongsiCi ddj infinito, che i iofleflfbcke 
Supporre ddxzzio^ ( giacché in tali fuppofizioni non 
£ confideia mai V eflere afibluto di quefti dif&renz»* 
ii) ma il. rifpettivo foltanto ) diifecenziatala equazìo- 
^.. 3.x*^ X — 2 ky dyzzioki Tuppoiizione di dy cottaate^ 
farà 6xrfx*-{p3x»^.ix — 2^i/y=a,onde i<iix^= 

^P^f—óxd.x* (5x4 — 8*xyT 

^ = , LL rfx*, il quale vaU- 

re pofto eguale a zero nafce 7 x^-—^ byy—o come fopra ,• 
aduo^ue in un folo punto la Curva da concava fi fa 

eoo-* 
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convcflTa. Se fi foflero trovati più valori di x altret- 
tanti farebbero i fleffli contrari della Curva. Alle vol- 
te due flefli contrarj fi accodano infinitamente > ed al« 
lora accade , che» dovendo efTere ducddy^o ddxìru^ 
linitaraente vicini eguali a zero^ fia ( chiamati i fe- 
condi ddx' e ddf ) y ddx' — ddx =LOy ddf^ 
ddyz=zt> , e perciò d^xz=Oy o d^yzzio; quefti fleflì 
contraili per a4tro fono invifibili; perchè la Curva da 
concava per cfempio fi fa convefia nel primo flefib ^ 
ed immediatamente da conveifa torna a farfi concav4i 
come prima pel fecondo fleflro;fe i punti di fleflb con* 
ttario infinitamente vicini foflero tre farebbe d^jz=:o$ 
o d^Jc=:oy ed il fleflb contrario farà vifibilci perchè 
la Curva per efempio da concava pafla a convefla^ 
per il primo fielfo > indi immediatamente da convefla 
torna concava pel fecondo fleflb 5 e finalmente fubito 
da còncava torna convefla pel terzo fleflb; onde ri* 
Qianendo in feguito convefla refterà vifibile il fleflb ; 
dal che è cofa facile inferire generalmente che fé i 
predetti punti fouo di numero pari il fleflb contrario 
è invifibile, fé difpari il fleflb contrario è vifibile « 
Quefti punti fi chiamano ferfentini . 

VII. Quando la tangente > che appartiene al fle£b 
contrario , fia parallela alle afcifle 5 o alle ordinate ^ 
allora avremo dxzuoy o dy-zi per le cofe dette al 
Gap. a. del Lib. 2. ) dal che non fi dee fiibito inferi* 
re) che ivi la Curva abbia un mafliao, o ufi ^mini- 
mo; imperciocché fé il fleflb contrario fia invifibile , 
allora la predetta confeguenza farà legittima; ma fé 
il fleflb contrario è vifibile | allora in tal punto ne vi 
è maflimo ne minimo ; pofta pertanto j = ^, deno» 

tando Cf una funzione di x ) farà dy^siiep^ £ 

Ss a H^ 
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&c. per le cofe dette nel Capo i.L. 3.11.5. 

onde /e divenendo zero d <p diviene ancora rf* ft ^ 
"of #'* *!,^ ^* «^""^^a non i oiaffimo ne minimo 7 per- 
chè i un flelfo contrària; fé Ci annulla ancora dia>st 
non i^ Cp la Curva à un maflTnia o uà minimo per- 
chè il fleflb contrario è invìfibile ; e generalmente ft 
iparifcoiio nella predetta ferie termini numero pari 
VCurrà,. nel punto dove ci6 fuccede,nonÌLiie ina£ 
fimo ne minimo; fé poi il numero dei termini, cfac^ 
fparifcono è difpari, la Curva avrà in tal punto uo* 
inafCmò^ ,* o un mipìmo ., 

VIIL Alle volte la Curva net punto F toma in- 
dietro o. come peUa Fig. 8 j. o come n«Ita Fig. 85. ; U 

*»lintr> H anitra * ^t.:«^> /^../r.-J- i- _.• JP ^^ ' ' 



, ... , M.^ ^«uuiAiuu un ora conuaerau. tepar%t%-> 

»eotej^ alle volte fucce'dona a tutti o piak infieme nel- 
lo ftefla punta ; ^comepchS queftc. confideraziooi fonp 
poco utrli , e dafl* altra parte non fono, difficili a de- 
durfi dalle cofe fin qui dette i perciò ffimiamo fupet- 
nuo il darne un più lungo deraglio . Vedali fé fi vuo« 
te il Carmer , e le noftrc Iftituzioni. Analitiche t. x. 
^•*' 3. Cai», j?» ' 
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Del Calcolo delle VariatÀoni., 

I*. A^Ekbratiifimo è in aueflT tempi il calcolo delle 
v> Variaaioni :: male farebbe pertanto proveduta 
alla migliore iilruzione dei Giovani fé fi lafciaflero af* 
fatto digiuni di quefta nuova fpecie di calcolo^ cbe^ 
molto fi allontana dalla comune ) si in riguardo ai prin« 
cipi ) fu cui fi appoggia ) si in riguardo alla maniera 
di operare. Prima di ogni altra cofa conviene fiflare 
con tutta.cbiarecza e diftrnzionej che cofa mai fi. in- 
tende qni per variazione ..L'idea* univeriale ed aftrat- 
ta della variazione potrebbe riufcire ofcurn e confufk 
ai principianti 9 perciò iHmo miglior configlio incomin* 
ciafie dall' idea particohre ^ o» oonceeia y ^he ti fom» 
miniftra della vari azian^ la Gcoinetria/^ffìMdO' da que- 
fta non dif%:ile il paflaggio a quella- «Sia fsierlrknfé una 
linea qualunque A Ai, (%.87) ia cui afciflkyf C, l'ordina- 
ta eorxifpondente BM^ Egli è certo che queftc Coor- 
dinate fono talmente collegate infieme, che al varia- 
re delPuoa vai;ia ancor T altra in maniera che trovan- 
dofi r afcifià A B accrefciiita per V elemento £ C 1' 
ordinata £ M farà altresì accrefciuta per T' c4crtichto 
X S ; i quali elementi pertanto^ faranno correlativi 9 e 
fra loro dipendenti ,e apparterranno alla Curva AM S; 
<]uefte tali variazioni e cangramenti delle afcifle e del- 
le corrifpondenti ordinate r che comunemenre vengo- 
no fotto nome di flufiioni >« differenziali ^.eliemen ti &c. 
non fono già le variazioni delle predettecoordinate éi 
€uì intendiamo parlare. Fingafi ora che T ordinata B M 
appartenente all' afcifla AB ù accrefca per una por- 
^oncella. infinitefima si , ma affatto indì^fidente dalf 

• ; * afcif- 
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afciffa AB; qucfla porzionccUa infinirefima MN.per 
cui fi concepifcc variare ìa ordinata MB inaipenàcn* 
temente daJla variazione della afciffa fi chiama va- 
riazione della ordinata B M ; dunqae il carattere di- 
ftintivo dei differenziali delle ordinate dalle variazio- 
ni dclte ftcre ordinare è che i differenziali <léHc or- 
dinate fono collegati colle afciflè e loro dfffèrenaiali ^ 
le variazioni poi delle orxJitiate fono affatto indipcn* 
denti dalle afcilTe, vc dai loro differenziali. Similmefh. 
te i differenziali delle aCciffe fono relativi alle ordina^ 
te e loro differenziali, le variazioni poi delle afciflfè 
fono del tutto indipendenti dalle ordinate e lorodi^^ 
jrenziali . Quindi G intenderà ancora come ì differen- 
ziali appartengono ad una medefima Curva , le varia- 
zioni poi a Curve diverfe;fi intenderà firailmente co- 
me i differenziali non alterano la relazione fra Je a- 
fcifle e l* ordinate 5 e come al contrario ulKlazionc 
venga dalle variazioni alterata . 

II. L* indipendenza delle variazioni è così gene* 
xale che non folo le variazioni delle ordinate niente.-^ 
anno che fare colle afciffe^ loro differenziali, e varia- 
iioni , e viceveria; ma ancora la variazione di una 
ordinata , o di una afciffa niente à che fare colla va- 
riazione di un* altra ordinata 5 o di un' alt« afciffa* 
Onde la variazione di ciafcuna ordinatalo afciffa^ co- 
me fi confiderà nel prefcnte calcolo, è del tutto ari>i- 
traria, purché fia infinitefima : e qui abbiamo un' altra 
diftinzione frai differenziali e le variazioni; quelli of* 
fervano la le^ge di continuità, quefte non fono ad al- 
cuna legge di continuità fqggette . I Geometri fono 
ftati indotti ad introdurre iimili variazioni infiniteiìioc 
sì, ma vaghe del tutto, arbitrarie, e difcontinuc per giun- 
gere alla rifoluzione dei più difficili Problemi , cola ve- 
ramente fprprendente , parendo a prima vifta fleriliifi- 
tao ùmile artificio 4 UL 
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ni. Comecché le variazioni diffcrifcono onnina»- 
mente dai differenziali, quindi pafTando al Calcolo è 
cofa neceflfaria adoperare fegni diverfi;per i differen- 
ziali (i ritiene irfolito fbgno d^ per le variazioni fi 
sidopera queft' altro fegno $^ talmente che dy , d.^ di- 
fegna il differenziale óì y y e ài x^ iy y ^x poi- àt* 
nota la variazione di j ^ e di x .. 

IV. Stabilita V idea , che far fi dèe dèlie variazioni fa 
d' uopo ftabilire i principi, fu cui fi appoggia il Calcolò di 
quefte quantità. Suppongafi a* tal fine intorno T affe^JB 
una.Curva >fP dipendente dalla Curva AMb^ e per par* 
lare coi termini dell- Analifi, chiamata l'ordinata £P 
di queAa Curva c=^Vy AB^= x^ B M zziy , fia V una 
funzione di .v , j e loro differenziali di qualunque or- 
dine , anzi contenga fommatorie quante fi voglia , e 
fommatorte di fommatorie ad arbitrio ; egli è certo *> 
che fé nella ei^reflione J^in vece della j appartenen- 
te all' afcifTa A Bv\ porrei jH-cTy verrà a variarfi nella 
Curva APV ordinata B P còrrifpondente air afciffa B Ay 
divenendo effa per efempio B Q^ talmente che farà P Q^ 
la variazione di B P^ che efprim eremo per ^ ^; Qra il 
calcolo delle vafiazioni infegna efprimere per y y^y j 
i^y &c. la variazione ^ V\ cjuindi generalmente il cal- 
colo delle variazioni fi definifce: quel calcoU^ fcr cui fi 
ritrova, la variaz,ione di una efprefftone data fer quulùn^ 
que numero di variabili , foflo che- fi ajjigni a tutte , ^ 
ad alcune variabili la fua variazione • 

V. Noi volenda avere riguardo alla brevità ed al'- 
la chiarezza fupporremo la foratola V contenere fola- 
mente due variabili x, ed y e loro differenziali; fup- 
porremo inoltre dx coftante^ ed indurremo la varia- 
zione nelle fole ordinate , cioè^ nelle fole y . Ogni qual 
volta fi induce variazione nelle. ordinate.| ovvero nelle 
j y fi induce altresì variazione nei loro differenziali, ol- 

fia 
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Hia nelle Jy ; iropcrcioccbè Ja dy alrro non è ft ncm 
fé la difFerenza di due j infinitameate vicine ; fc AaiH* 
que in queOe fi induce variazione , fi indurrà ancora 
generalmente parlando variazione nella loro difFeretH 
za iy ; per la ilefla ragione variar det d dy efleado 
quefta la differenza di 4kie 4^^pro0inie^ Jo ùcttò xiicaf 
fi di i d iy &c. 

VI. Air ordinata £ M fia infinitamente profllnaa 
C S che chiamo =y y a cui diafi U variazione atbi» 
traria SG, ed M N fia quella di BM ; la MK fichìap 
mi $y<^ SG i'y'y fi conduca la corda MS^ a <:ai ila 
parallela NF^ farà Gfi=:^y — ^jj cioè eguale al- 
la differenza di ^Tj, onde farà G F= d ^y . Inoltre et 
fendo M N la variazione di j ) e GS quella di f farà 
GF quella di f — j, cioè farà GF la variazione di 
dy , e perciò avremo G F:=z^dy.U la ragione fi è j 
che Svariando la JS M e divenendo B N ^ e variando pu* 
re C S e divenendo C G j il differenziale che prima e* 
ra JR S varia , talmente che condotta N O parallela ad 
M R y elfo diventa O G ; e perciò riceve la variazìo- 
Tie GF, per eflcre F 0= S K . Per tanto foflSfterà que- 
fta eguaglianza d^yzi:^ dy^ onde ^neralmentc pai- 
lando farà fempre la variazione della differenza di qua- 
lunque formoh) che :chiamo V^ eguale alla diiFeteivza 
della variazione ) cioè farà i dy^::=zd $ Vy perchè la 
formoia V può effere fempre confidetata come ordina- 
ta di una curva., Quefta eguaglianza fi può dire il pria- 
.cipaie fondamento 4el Calcolo delle variazioni* 

VII. £d in primo luogo ricaviamo la maniera ^ 
efprimere tutte le variazioni dei differenziali dj^ddy 
d d dy &c« per ^y > e fuoi differenziali ; imperaocchè 

^^ dK dx dx 
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i p^ ÌJ± zzzÌÌL ( ntunexo 6 ); funilmcnt* faià 

d X dx 

^, = L^±=:ÌÌL=Ì4^i Còsi fi trdVCTà a^rrr: 
' dx dx dk^' 

dx^ ^ dx^ 

vili. Premeifi quefti princi]^) veniamo a) Càlcolo^ 
Sìa propofta una, formoli qualunque V^ che contenga la 
variabile x , ed il di lei differenziale dx coftatite » è 
inoltre contenga la variabile y coi Tuoi differenziati 
di qualunque ordine; fingafi variare la j per una quan* 
tità ìnfinitefima ^y^ fi domanda la variazione di T 
data per d^jf, e fiioi differenziali. Pongafi dyi^fdx^ 
ddyznqdx^y d^ yzzrdx^d^ y '=:isdx^ &C.> ed cfe- 
euita la foftituzione nella formola V fpariranno i dif»' 
terenziaii d^y ddy^ &c. e diverrà ^funzione delle^ 
variabili x , j , j , q^ r^t &c. . Coi variare la j , fi 
varia ancora f^q^r^s &c. ( numero 5 ); onde per 
ritrovare la variazione di Tnon vi fi dee fcrivere fot- 
tanto y-hi'y in vece di j , ma ancora p +^pin ve- 
ce di ^j q^^q in vece di q^ r-^'^r in vece dir, 
x-f.<r/ in vece di /, &c. efeguita quefta foftituzione 
J^ diventi f^ farà i^t^zziV — V; quindi la variazio- 
ne di y nel cafo prefente fi determinefà appunto 
come fi determina la di lei differenza fupponendo 
fluire fecondo la maniera ordinaria le j) p > ?)>* ) ^ 
&c. Ed in fatti o fi atcrefcano le j) f , ^^ r, / Set. 
per dy ^ df y d q^ dr j ds &c. ovvero per iy , ^p^ 
9 q yar &c. in quanto air operazione torna lo fteC 
to ; imperciocché i fegni d , ^ fono in tal ripuardo in« 
differenti. Ma abbiamo per le folite regole d? differen- 



ziare i/ K= N ^j -f- i^ ij^ H- i2j/^ -+- K rf r 4- S rf/ &c. 
fupponendo coftaote la x; dunque foftituendo in vece 
ronu ih T t di 



di Jy, ifi dqt dr ^ ds &c. ó'j, 5*/ , ^q^ ^r^^ s 
&c. farà «r^ = N(rj4-P3'j>-f,^^-4-K^r-t-S^r 

^c; ora (pel numero 7) è 5*1» = -£2., d<tf = _J! 

V d ìt H 

etc. ; dunque foftituendo farà $ F= N ^j ^ r-—^ 

4- ^ >. ^ >f. — -, . -/ .P^-. — ^ — i etc. come fi doirc^ 
d^* d 9c^ d x^ 

va ritrovare . 

IX. La formola F (la ora eguale % fi: d x ^t da 
TT una funzione come lo era Fnel numero preceden- 
te fi domanda <r A^ per ^y e fìioi differenziali . Eflen- 
do y=f^dxy farà dV=.itdx, e ÌdV—Si:dx; 
ma è ^dFzzzdiFy num. 6; dunque farà i/J^F= 
iicdx ^ ed integrando farà j^r=/J^7rix . Il numc- 

P dS V 

ro precedente ci infegna effere <r7r=:N<rjH — ; — ^ 

ax 

Qd^^y Rd^S'y 

^ , > H i-T^^tc. ; dunque foftituendo farà 

a X* i x5 ^ 

^ 4 X 4 X* 

etc. Se caveremo da quefte fommatorie le parti ititc- 
grabili farà fPd ^y eguale a P ^y—fdPSy^ cosi an- 
cora h fQJ^$y = Qj$y^dQJyJ^fd^QJli 
fRd^^y = Rd^^y-^dRd^y •+> /? J' j —fd^ ^ j 
etc; foftituiti quefti valori nelr efpreffione dì JT, e 
taccolte tutte le fommatorie in un membro , tutti i 
termini che contengono ^y in, un altro s quelli che-^ 
anno d^y in un altro etc. farà (chiamato per maggior 
femplicità <rj= ui) farà dico 
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' ^ dx dx* dxi dt<* 

' ^ \ . dx ^ dx* dxi^ 
' d(o-^.dR,dtSj, 

dx ^^ dx «X» . 

I termini che moltiplicano' <ii>i/x fi chiamino Hi) quel- 
li che moltiplicano w fi pongano z=: H^ e così Aicceffi-* 

vamentc, farà 5'F=/Hwrfx4.wH^ + ~ H^ •+• , 

X.Sc {ìzF=f^dx+/lt'dx+fm''d?c &c. ed 
inoltre contenga ^ funzione dix,j,/>5 fj»*)' &c« 
farà dVzzz'K dx^i:' dx'\''n'' dx &c-+rf(|5, e per- 
ciò idV=d^Vz:zS'Kd X'^^'K'dx^^'K''dx6cC. 
^i d 4>; ed integrando (ixkSVbzfSmdx^fSiz' dx^ 

f$Tt''dx &c.H-*<?>> ( giacché i" d^=zd ^ Cpy. tutti 
quelli membri fi fanno ritrovare per i numeri precè- 
denti j dunque fi avrà ancora in quefto cafoj" lodato 
per ^y j e fuoi differenziali . , ^ 

^ .XI. Se poi fia V—firdx^ cfii'K^np^ dx; al- 
lora .fi troverà ^V-zz/^nr dx; e comecché abbiamo 
'ancora j^TT^r/J^X //k farà 8V:=fdxf^\dxf ma^ 
^TT ) e j'X fi fanno ritrovare per ^j e fuoi differen- 
ziali 5 cosi refterà ancora determinata J^ F per iy^ e-» 

Tt » fuoi 
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filai différenzialt . Con qucfli* artificia non vi è formo* 
fa data camunqiic per x ^ y t fuoi differenziaVi » {>cr 
foinmatorj> di fommatorle quante (i vogliono^che non po& 
fa e<ì>rinietfrper iy e fiiòi differenstali ; anzi il mo* 
rodo fi eftende a qualunque numero di variabi:!» 3 die 
entrajìo nella formoJa ^ si .cui fieno aflegnace le ioro 
variazioni* Riufcendo i calcoK troppo lunghi e raak 
adattati 9 quelli ElcmctnU ci aftcrremo dall' addurJi • 



CAPO XII. 

Detla determinazione delle Curve dotate di frofrietà 
ffettanti ai maffimit • minimi. 

L TL Problema: Ritrovare la Curva dotata di un rfa- 
1 to maffimo» o minimo: potrebbe fembrare V io» 
▼erfa di quello 5 nel quale fi propone di ritrovare nel- 
la data Curva Taicifla a cui corrifponda una maffiraa^ 
p minima ordinata , una maffima y o minima tangeatei 
uà maflimo o minimo raggio di ofcuixr &c. . Ma la 
cofa non è cosi, perchè ilProblema veramente inrer- 
fo del fopra cfpofto farebbe ritrovare la Curva, in cui 
alla data afcifla corrifponda una maffima o minima 
ordinata , una maffima o minima tangente, un maflimoi 
.0 minimo raggio di ofculo &c. ; il qual problema è 
aflblutamente indeterminato e nugatorio ; perchè i* or- 
dinata maffima. a minima non riguarda fé non fc un 
punto di Curva y la tangente comecché efprefla per i 
primr differenziali riguarda due punti infinitamente vo- 
ciai, ed il raggio di ofculo perchè efpreflb per i fe- 
condi difF<:renziali riguarda tre punti infinitamente vi- 
cini 1 e non zitto i onde è impoffibile da quefte prò* 
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prìétà faro il pafiàggio aHadrtefminazion^^deJl^ Ou^- 
Jaj-a queflo fine rneceffario , che il maflimo, o mi- 
nimo fia vincolato , e collegato con tutto 1 and^meo- 
to della Curva in maniera , che fu^o^o «a«g»f *!"*" 
lùMoedi lei elemento venga a cangiarfi »"««''* ***l"f°: 
titi che fi vuole roaflìma , o raÌBÌ«a, con^e «ar^t>Pf f ^ti 
•due ponti (FigM.)JtiB oeUa Um9 ^f^^^^'^t"^' 
Cbezza della Curva AMBy ritrowre la Curva A MB 
tale, che 1* area AMR^ maf&ma ^ ^ualun^ue ele- 
mento fi cai^ di quefta Curva , 1* area AMB corril- 
pondence ali* affilia A B non è più maffima . 

II. Prima di paffate più oltre conviene diflin- 
mere le formoJe diferenziali date per le variabiJi . m 
ed » che fi ^flbno integrare indipendentefliente dal- 
la relaiionc fta x,ed ^j U quali fi chiamano Jejlmte, 
dalle fornaole di£ferenziali le quali non fi poflbno aflo- 
lutamente integrare fenza che ea fiffata la relaziopv 
&a « » ed jt > le quaU fi chiamano ìnicfihìtt ; del primo 

eenere fono kdj-^yix i ■- > ——=."=? 

V integrale della prima i xjr , delta feconda / x— j> 
dalla terza è 1' angolo della tangente x-f-ji nel cer^ 
cbio che à per raggio r; i quali integrali fi anno in- 
dipendentemente dalla relazio ne fra x , j.;del fecon> 
do geaerc poi fonoj<^x , >^ d x'- -\' d y* ;lafonimato- 
lia delle quali mai non fi può ottenere fenza che fi 6fl& 
prima la relazione fra x , ed j ; onde fi pofla fòftitui- 
«e il valore di x dato, per j, o vi^everfà. Ora i mafli- 
ni ed i minimi, di, cui difcorriamo prefentemepte,, mai 
BOd. poflbno eilèie efpreffi per ibmromatorie di fbrmo,- 
le differenziali del^nite , ma fol. tanto da flìmmatorip^ 
di fbrmoie dif&renziali indefinite i, imperciocché fé ì 
maffiffll o minimi i be^c^è debbano aver luog(> 

«juaa« 




*^^ntiti I* WiflTa k diviene eguale ad -a » nieotedioe- 

nò dcdhd racchiudete tutta fa (bmma degli elementi 

dèlti '/bm'matoria conrifpofideiiti a tatti gli elementi 

'delW.^ principiando da ^±rO)finoad x = 4i , bifi> 

•"rtèftV 'èhe fia nota Ila reUiùene ira x^ ed j; poiché 

iW-fl 'priore éiy ds^o per ^x della Tom motoria i 

^{)b*tr3 ièìiiffi^ 0CpfìtnéreÌBì quantità maflimiio 

fh^&^ijtjiindo &t xtrtg ^\i quale racchiuda tutti g£ 

'^ìtnhiìfl dellft fommatoria cbrtifpondenti agli elementi 

Oéll' àfei^a ; Ma fé la ibmmàtoria jfofle di formola diffis- 

re^iale dl^flnita •; efegifftalii fontina. y 6tfoftiMitO!«e in ve^ 

^'&ttfiyc ,'^'iiéflliaffooima nonipotréblie contentile (t non fé 

^u^Kttti ip^aft^tienti al punto della Ourvx dove ibiip: 

5r^ ì ) 6>a pittiti infinita«tieftte vicini y fecondo, che la 

fornìòhi dèfihita 'conterrà primi ^ fecondi^ terzi &c. dif« 

'feren^iali : ; così fé io volefli una Curva 5 in cui foflè 

Raduna fxd y^^jdx^ 'quahdc^ x diviene egua/e sta ky 
eseguita la fomma e pòfia d Iti Srecc di ^\\ aviebb^:.^ 
ijr un màiliino; óra ogojlin vede che* queftpf naaflimo 
non à alcuna relazione colia Curva ) ne può in al- 
cun mo^lo fervire ,z determinarla . Poflb confermare la 
fteffa verità con altra ragione ; nelP efempìo del para- 
.gtafo antecedente fé T arca AMB h maffima, con* 
.v^xà ch^ indotta qualùnque infinitefìAia variazione^ 
in tutto V andamento della Curva , come fareb^ 
6c ft prcndefle la pofizìone AHS B ^ converrà dico, 
•che cjuefto cangiamento fia efpréffo da ima foramato- 
ria di formola indefinita I perchè fé tale variazione /b/^ 
fc éfpreflPa* dà ima fótomatoria di forinola difFercnzia- 
le definita, efeguita attualmente la fòmma, conterrà 
quefta fóltantò le variazioni intorno al punto B dove 
è ^:m/i i ne perciò- la formola della variazione potrà 
^vere relazione colla natura della Curva AMB; /e 
dunque la- formola della variazione ^ee ttCere una 

foca* 
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annatona di forinola differenziate indefinita] bifogne- 
ti neceflariamente , che la foimola del mafllino e del 
inìniiDO fìa fimilmente una fommatoria di forinola dif- 
feienziale indeiÌDÌta , 

III. Non odante la dìfTerenza grande che paflii 
fra i maflìmi ed i mìninii dr cui parliamo j ed i maf- 
fimi e minimi da noi altrove confìderati ; quelli per 
altro con quelli convengono in ciò , che tanto quel- 
li quanto, quedì non fonrono minima alterazione , ben- 
ché fi induca negli elementi una-'variaziqne ìn^nìtefì- 
ma } perchi tale proprietà difcende immediatamente' 
dalla natura del maflimi e minimi; imperciocché po>; 
fio P' quantità Quente, fé quella viene maj^ma', ti di 
lei differenziale dovrà in feg ofìtivo' 

in negativo > onde nel punto '^ P'^?*, 

detto diflèrenziaierzo; fé a a >a-^ 

liazioiw di y col legno ^ d ( 'maf- 

fima o niinìina; mi fttvo de ^ V't'eft' 

chi quelle variazioni- fbno del genere da noi cohlTdtf-^ 
rate nel Capo precedente. Potendoli quella verità de- 
darre dalli fte.ni prhicipli, dai qaali fi-dedtliTeperimaf-' 
fimi p minlinì altrove' ccAifidérati') nod tal diRIt^fier* 
più oltre intomo ad^'cffili' ' ■-'-', a . ■ 

iV.'Scnibrandorttr di ' a^ere .fflteintflfò ■ ^uantcT è 
neètfffario per l* intelligènza , e per là rifoìiìzión* dèi' 
Problemi che ci accìngiamo a trartare ; (la data-io^ 
primo luogo una fbrmola >'=/■«■ *ix, e' fia'w una funt 
ziohe dì AC] ed'j) fi cerca uin Gurvà , irt cui ali* ar-i 
fclfla *-=-«'fia FMtt maffimo, o un - minimo .Dòviàr 
cficre :adunqnc JP'=J/fr-<<;f =-•>' numero preceden- 
te ; ma abbiamo S f-Kii x:=:fHdxSj'^}i' '^y-]r'. 
a^d^y&c. num. 9^ Gap. ii. in fiippoGzlAne. che ya-> 
xi'ino jolcanto.le jr » come iupponiamo . p^r naggiof. 
cfaìarezzd e brevità; dunque. dovoài«^et0.</ji>'.^$i)t 



fi' 
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4- ìf J^ j 4. H" rf J' j 4&C. =o,pofto óra dlcr^ìHdx 
4- N rfj -+- Pdp-^ Qi q &c., non contenendo Trche 
Jè fole variabili x,jTenza diBfcretizìali, faranno Pi2L 
^. eguali a zero j dunque H* , H" &c. funzioni à\ 
V\i QJkc. faranno nulle; ed in H vi fi conterrà V^ 
foia N, eflendo cfclufa la Af, perchè fi fupponc x 
invariata; avremo per tanto fHdx ^y =:o ; quefta 
equazione fi à da verificare qualunque fieno le varia'- 
zioni indotte nelle y , le quali fono del tutto arbitra- 
rie , ed indipendenti V una dair altra : dunque non fi 
potrà mai verificare quefta equazione, le nòti fia Ksrri 
m tutti gli elementi dell* maifimo o del minimo zj> 
partenenti agli elementi dell* afcifla principiando dz 
9c.:=zo fino ad xz=za; dunque bifognerà che per tutti 
li elementi dell'! afcifla fia N=o; eflendo pertanto 
{ data per X e per j, N difegnerà la Curva cerc a;* 

ta . EfemJpiQ fia ^=/i5 a»x*j— 15 «^xj-h5 a^— 5J^'^ 
farà ^=:ij4*x»j~i54Jxjf-h5ii*j'— ?y i * diffc- 
ce^nzii quefta formola in fuppofizione della fola j flu* 
ente, efiavràN:i|z=:4i^x* — ^ix«t-tf*if*— jf^=^i ^ 
quazLonc della Curva cercata^ Comeccni quefta equa*- 
zione è di vifibile in due faitqri m x ~-J^ J = ^i ^. ^ ^ 
H- J^f — aa:soi perciò due fono le Curve foddisti* 
centi al Problema che fono appunto due Parabole « Bi- 
fogna ora determinare fé la V nelle noftre Curve fia 
un maflimo ^ o un minimo ; oflervo che cofa diviene 
la f^ quando fi prendjt x Infinitamente piccola; Ter* 
vendomi della prima jequazione ritrovo V-^sif-^ 

tòa^ xdxJ^; adoperando poi la feconda ricava 
K=/2 a^ dx ; alla linea deir afcifle riferifco ora uà* 
altra linea diverfa dalle noftre parabole ) per efempto 
una linea retta 9 che coincida colla (tefia linea delie 
afcifle ) io etti per coaiegucnza by:s:oi foftituitoqua^ 

fto 



e AP O X I J. 3g7 

fto valore di * nella formola T farà F=z/o d x=:o; 

dunque / — \oa}xix>^ax eflen'do minore dì fodpc 
non potrà eflere un maflimo 5 perchè vi e . una linea 
riferita alla ftefla linea delle afcìlTe, in cui F è mag- 
giore delP V nella Parabola , ed in confeguenza la K 
nella prima Parabola farà un minimo . Per la feconda.;* 
Parabola poi eflcndo fia^ d x maggiore di fodxyV^on 
potrà P^ eflere un minimo; dunque farà un maflimo; 
con qucft' artificio non farà difficile afficurarfi nei caft 
particolari fé t^ fia maflìma o minima • 

V. Pofta dy=:pdxy ddy -sriqd x^ ^ d^y — r d x^ 
&c. fia 7r una funzione di x ,jf ,/?, ^5 r &c. , fi do- 
manda la curva, in cui fia l^z=z f^K d x un maflimo, o 
un minimo . Si difFerenzii tt fupponcndo fluenti y > 
p^qsr &c.; onde fia d'7: = Kdy'\-Pd p + QJ q-^^ 

. . dV d^O d^R ^ 
Kdrdic. e pongafi N — j^4--^— -j^- &c^ 

d Q d^R ^ ' US rs ^^ p 

' dx d x^ ^ X 

— FT» , R= H'''> ^^^^ n""^- 9- C^P- "• i^y=fHdxSy 
^H'iy-^-H'' d^y+ W' d^^y . Ora quefta varia- 
zione per la natura dei maflìmi e dei minimi dee e(* 
fere eguale a zero ; e comecché le variazioni del* 
le y oflia le ^y fonò del tutto indipendenti , e slega- 
te fra loro , comecché affatto arbitrarie , non potrà 
cffere generalmente ^^=0^ fé non fia feparatamen- 
tc fHdx^y^o, H^^y = o,H^d^y = o,H-^ddfy 

^0- anzi fc nella fommatoria la H non fia eguale a 
zero\ come fi è moftrato nel numero precedènte, dun- 

d P 
que avremo nel prcfente cafo o = H=N— __. -f- 

^^ — !£ &c. ; fimilmente avremo ^H' = P 

Wx* d x^ 

Tom. IL V T — 
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dx ax* ^ dx 

H'*' =R . V equazione Hzzza cfprimc la natura^ 
della Curva cercata ; perchè dee eflere H = ^ in tutti 
gli elementi della variazione corrifpondcnti a tutti fili 
elementi dell' afci/Hi principiando da x = o ^ fino che 
X giunga a un dato valore , per efempio z=za;zì con- 
trario va la cofa nelle equazioni H' z=(?, H" = é> , 
H'''z=zo; quefte equazioni appartengono ai punti c« 
ftremi della Curva^ e col di loro mezzo fi determina- 
no alcune proprietà che deono convenire in tali puntt 
alla Curva cercata « Un detagliato efame di quefte prò- 
prietà ci farebbe deviare dalla brevità propoftaciy per* 
tanto fupporremo in quefti punti le variazioni delle or* 
dinate eguali a zero, giacché fono arbitrarie ^potendo 
chi defidera penetrare in fimili receilì confultare il 
Signor La Grange) Euler , ed altri , i quali anno con 
fublimità trattata quefta materia. Efempio primo • Si 

cerchi una Curva in cui pofta ;^ = -2 fia / iÌLlLilt£2 
un minimo; facendo il confronto colla formola Vzs: 

fTvdxy farà tt = )L1IjZjJ, ; onde fuppoRa, coftant^ 

y/x 

x^dxhxkd ^=N // j-hP df-^QJ q &c.==-— l£iL«; 

dunque farà N = o, P = ^ . ^ Qj=io^K = o 

^ x-^ xp p 

etc. ; Ma dee effere nel cafo del minimo H =r N — . 

7j -h -~^ etc. = ì dunque farà D ^ =o: 

^x^xpp 
e per* 
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e perciò > ^ >— = -_- ; è la coftantc j che 

fi dee aggiungere nelP integrazione; e quadrando fa- 
'rà /?f tf =xH-xp;? ; onde / r= -^1 = -5l — 

j r= / ^^^ 4- * 5 * equazione alla Cicloide . Se ri- 
y^ e — X 

fletteremo eflcre f 1 — = / — 




y/^ X y/^X ^XX 

— d X 



z 



^cx — XX 4- A ' ; e fc rifletteremo in* 

y/c X— X X 



JLrfx 



oltre cflere /. ^ - un arco di cerchio , il cui rag- 

y^C X - X X 

gio è — , ed il feno y^ •• x — x x , farà j= — y/c x — xx 

-+-^H-è, chiamato V arco predetto =^. Se fi vo- 

glia y:=z y dove è x r= o , farà y^rx — xx rro, t^ 
perciò (pz=io; dunque avremo ^ =: • , e 1* equazione 

dovrà eflTere jr = ^ — V ^ ^ — ^ ^ • ^^ ^ voglia inol- 
tre che la cicloide paifi per un altro dato punto ^ va* 
le a dire fé fi voglia j z=m , dove fia x = « 5 avremo 

r equazione «=0 — ^cn- — »», e comecché (p è 
dato trafcendentemente per il feno» fi potrà determi- 

dy 

nate trafcendentemente e per m» ed n • Eflendo — 

Vv 2 ss 
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sr: — 3l ^ . ; fatta dy zizo farà y/x r=: e»; dunque do- 

V ^ — ^ 

ve x=:# la Curva tocca la linea delle afcifle. Dati 
per tanto due punti fapremo determinare la Cicloide) 

e fituarla in maniera fra i punti dati^ che fia f 
un minimo . V^ ac 

VI. Eferopio fecondo . Fra le Curve della fteffa-* 
lunghezza) che congiungono due punti di una xetta^ 
:pi m ritrovare quella Curva , in cui fia maflima 1* a- 
rea cemprefa fra la retta data e la Curva . Un dei 
detti punti fi prenda per principio delle afcifle^ 
=: X prefe fopra la retta fteflfa • Comecché abbia* 



mo r element o della Curva ds'=.^ dx^-^dy^ = 
d X ^ i-^p py fatta cioè p d xzuzdy ; farà tutta Ia-# 

lunghezza della Curva efprefla ^tx fdxy/i + pp ; e 
comecché quefta fommatoria è collante , farà la fua.* 
variazione =0; fimilmente effendo T area efprelfa ge- 
neralmente per fydx^ e dovendo quefta effcre un^ 
maflimo farà lafua variazione eguale a zeroj ficchè dun- 
que avremo nel cafo prefente $fy dx'^ Sfd x y/T+Jp 
— 0; riguardo alla prima fonìmaroria fatto il con?iOT\- 
to colla formola generale /Trrfx 3 f^rà 7r=j e rf7r = 
ì^dy^^V dp ^QJt qzizdy ; onde avremo Nr=:i, 
P =^ 0, Q=, etc. ; in riguardo poi alla feconda fom- 
matoria farà 7r=y/i-j-|^p,c//7r=Ar//jf-f.PV;>erc.= 

pdf p 

: — /dunque farà HzrzOy F =-—=—- , 0' . 

A ecc. laranno tutti eguali a zero. Ma nel cafo pre- 

fcpte dee elTere N - il + tB^ ,tc.^u^_il 

dx dx^ ^ ^x 
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s ctc =0; dunque nd cafo prefente farà N — 

- — = , cioè I — rf ~ - ne, e perchè dx 

^ ^ dx^ I -hpp 

* coftante farà dx=d ; ed integrando fa A 

jl = , ^ ■ + a, da cui fi ricava p= -2 = . 
»..«-^-;;— ^1^— — , e perciò integrando farà finalmente 



Vi^(x—/ 



jrH-*= J/n — ( X — a ; offia i=:j-i-A + x — a > 
equazione al circolo. Dovendo il circolo palTarepIr 
P eflremità della retta data ^ dove è x:= o ^ bifogne* 
rà che ivi fia ancora j=:/7; e perciò avremo b-zs, 

^ \ — $L a , dovendp inoltre paflare il circolo per P al- 
tra eftremità della retta, vale a dire dove è x=:w, 
farà in tal luogo fimiiracnte j=o; onde avremo 

2 



ciò b s= \/^ 1 — ; dunque le dae coftanti fono da- 

.4 

te pel raggio =: i , e per w.Il raggio del circolo :=u 

è indeterminato; ma eifendo data la cordale la lun* 
ghezia di?U\atco fi £àprà trafc^ndcntcment^ ritro»vaiff 

il raggio conveniente.. 



rt 
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» '* ^ *• Df//f Trajettorie . 

I. ' TI Itogoa rifo vvenir/i di ciocché fi è detto nel 11- 

Jj bro 2Ì Capo 7. num. g. cioè, che ft fi voglia 

prendere It differenza di /Tr^x^in cui 7r data fia pet 

X , ^ ) nella fuppofizione che vafii la fola ^ ^ ^st t^ 

differenza eguale a dgf—^ .dx; della quale verità ivi 

fi promife di recarne una folida dimoftrazione dopo efpofta 
la dottrina delle variazioni • La dimoftrazione è fa feguea- 
te;i&tta *=:/ir ix ,Cirà i* =7r</x,;e <Ji»=d*^rf^ 
«per il num. d. Capo ii^rarà d$z^z:zi''K dx^tCom-^ 

d 'fCm d P* 

mando farà $z>z=ifSi: dx; ma abbiamo <r^= ^ % 

* g 

nel cafo che varii la fola g 1 e fi difegni per ^g tal 
Tariazione ; dunque farà iz =ifd i:^ .dx^ offia d sur 

d "TT 

d^f-r — .dxy come abbiamo aflerito . V e/prefilont^ 
d£ 

d'it 

j- difegna il differenziale di ir nella fuppofizione^ 

^£ 

dir 
che in TT varii la fola ^j^ /j- • ^^ difegna T int^- 



graie prefo nella fuppofizione che varii la fola x, 
per tal motivo il fattore dg confiderato come coftan* 
te à è pofto fuori del fegno ; cofe che abbiamo altre 
volte notato > e che bifogna bene avvertire per non 
prendere equivoci. 

IL 



/ 
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IL Per venire alle Traiettorie (i conccpifca una 
fèrie di curve efpreiTe per una fteflTa equazione , in cui 
una retta ^ che è colante mentre fi (là in una Curv^ 
della ferie ) varii mentre fi fa paifaggio da uni Curva 
in un' altra, come farebbe la ferie delle parabole /rx 
=J^> » ^^ 9^^!^ nafcono fupponendo variabile il para- 
metro i^ ^ quefta ferie di curve venga fegata da un' al* 
tra Curva > per efempio da un circolo ; ciò pofto le 
Traiettorie altro non fono che Curve, che fi cofirui- 
fcono mediante le quantità, che fi determinano colla 
fezione delle predette Curve • La retta che è coftante 
nella ftefla Curva, e che fi fuppone variabile mentre 
fi pafTa. da una Curva air altra fi chiama parametro . 
Sia ora una famiglia di Curve le cui afciife comuni fisy- 
no = X, ed il cui parametro fia =^; fi prenda in- 
oltre in tutte una afciifa coftante eguale a e; fi cec- 
ca r equazione della Curva in cui' le afcifle fieoo gy 
le ordinate poi fieno z^z.S'ndx^TC fi fuppone data per 
g , e per x , e )a fommatoria fi dee prendere iti fup^ 
pofizione della fola x fluente, ed in maniera che cor«» 




ta della Curva cercata data algebraicamente per Fa- 
fciflk ^;oade tal Curva fari algebraic2l;fe poi S^Kdx 
non fi può ottenere algebraicamente , fi potrebbe fà- 
cilmente ottenere per una ferie data algebraicamente 
per ^ ed X, e pofta x=:r la ferie farebbe data alge- 
braicamente per g e coftànti » M^ fé fi> vuole V equa- 
aione della noftra traiettoria in termini finiti , benché 
differenziale fia tale equazione; allora conviene' ope- 
rate nella maniera che fegue. Pongafi 5 7ri/x = * je 
fi dijferenzii nella fuppdfizione che varii la fola g% 

farà ' 
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farà dz=: àgfy- .d x; fc / — .d^ dipende da-* 

dg dg 

f^dfcìvL maniera che Cxz f ^.dxz^^QX+K/Tziyc; 

in cui X fi da per X , ^y O ed K folamente per g ; 
avremo dz z^ QJCdg -+- RagfTrdx ; mzò/^dx 
zziz; dunque farà rfazn Q^dg-^-Kt^dg equazione 
data per le fole varìabiU z»^ g; perchè in vece di x 
fi dee porre e. 

III. Se la / -— . i/x non fi pofla ridurre zf^d^^ 

d g 

pongafi 7-=^ ; e comecché abbiamo <^»=:i/ir/ — . d x, 
dg dg 

d ^ 
farà— . =:/^ ^x; fi diiFerenzii quefta fommatoria m 

(uppofizione ^ che fluifca la fola g farà d — = 

dgf -^dx \ fc adunque /-^rfx fi potrà ridurr ^^ 

^fftdx^ t fCfdx in maniera che ùsl/j^ . dxz=z 
QX+Rf'KdX'^Sf^dx^ foftituico as in vece di 

r^r rfx j e — - in vece di f^ dx , avremo d --— n 
QJC dg^ R^dg^ (IS d z ; andando avanti collo 

fteflb metodo £c f-^d x non pofia ridurfi alle due 

^g 
antecedenti) fi faccia la terza differenziazione, e fé la 
fommatoria che ne deriva fi potrà ridurre alle tre aa« 

tccc- 
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I dzi 

tecedenti giungeremo all' equazione ^•j^'^'j^ ^Q^ ^S 

^Kz,dF-^S(ÌA'{^Td'r^. Se P operazione fi deb" 

d£ 

ba feguitare innanzi troveremo d —-d —-d-r- ^=^ 

dg dg dg 



OjCdg^Kz^dg^Sd^ + rdj^-^^^ JZ^-^ » 

e cosi in fegitito . Le j^, R $ 5 , T, F fono date fem- 
plicemente per g e coftanti y la X poi è data per x 
e per g ; dopo la reduzione fi ponga e in luogo di x 
tetterà X data foltanto per ^ e coftanti • Si eleguifca* 
no ora nella predetta equazione le differenziazioni in- 
dicate nella fuppofizione di dg coftante farà QX dg 

rr: o » equazione venerale per le Traiettorie • Efempio* 
Centro C ( Fig. 89 ) e • coir intervalli C Ay CzA Ci 
deferivano i circoli A D^ i AzD ^ nelle tangenti dei 
quali fi taglino le porzioni A B ^ i A iB eguali alla 
coftante e ; fi conducano i raggi C DB ^ C iDzB ^^ 
dai vertici A ^ % A 1k conducano le Aormali ai raggi) 
cioè AEy z AzE^ le quali fieno eguali agli archi 
A D^ zAzD: fi cerca V equazione della Cut va , che 
pafla per i punti £ > z E . Se nella tangente fi prenda 
la variabile x, V arco in ciafcuna Curva fi eiprime» 

fa , per / -i — ^ , chiamando i raggi GA^Cz A =:« 

adunque fé i medefimi archi AD ^ zAzD fi chiami^ 

Tom. Il K X no 
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no = a , farà »=/ j e dividendo per jj p, fa- 

gg+XX r 6 65 

'^ — r=f ; ; ^1 prenda ora il differenziale di 

/<? gg-^x^ 

quefta equazione Aipponendo coftante x, dx, fatk 
d — = — ^//— ^— ^ i qucfta fommatoria dipen* 

de dalla prima i èlTendo —/-££— ^ = — " TlJL 

gg+x X g ' gg-hx X 

.,- -L/ , " .; fé adunque in vece di / ^ fi 
^ gg-i-'ff gg-hxx 

foftituifca ^, farà i-l= ^^^i jj^. cioè 

£ i a — izdg __^ — y</ ^ arfj giz—zd g 

^^ "g'gg-hxx- i^ ' \ff» "" 

= ^ "^ » c moltiplicando. per ^ farà ^ ^—x,ig 
g'gg+'^'f i* 

= ^:^=l> e pofta xrzf-farà, rf-l =^l£4, e- 

quazione differenziale della noftra Ttajettotia. 

IV. Quando la ferie delle Curve venga fegata da, 
( Pig. 90 ) una linea Curva , allora norì fi può confi- 
derare x come coftante nella f'jtdx ^e perciò fi dee 
differenziare quefta fupponendo fluente la ^ , e ia^ 
X ; eccone un efempio . Collo fteffo vertice Jt , 
e coi diametri AB, A 2 BStc.z=gfì deferivano infiniti 
circoli; e cenrro A raggio A H^zaùi defcritto il cir- 
colo H Ki ù cerca U Curva le cui afciffe fieno AjBì 
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jfiB &c. :=£ ) le ordinate poi A E, A% £=» . Si tiri- 
no le ordinate £ D , 2 £ 2 D , e prefe le afcifle x 
dall' origine A gli archi AE^ Ai E verranno efprcf- 

^ V^^ J ^ ^ ^ dunque avremo V equazione^ 
^ = r - ■ .1 ) oflia — =/ ~ ; cornee- 

^gx XX £ Vg^ — ^^ 

che X non è coftanfe fi difFerenzii V equazione in- 
rùppofizione di * , ^ , x fluente) farà W — = ■— 

j^igf ■ , preia cioè la diiferenza della 

fommatoria prima in fuppofizione della- fola x fluen- 
te , e dopo della fola g fluente ; la / —4>e — ^ 

t^X ,£-~X 

Jx ' 

«Igebraica, ed eguale a - - : duD<yue avremo r t* 

quazionc <i If = ■ -^ — -^-^— . Per toglie- 

g y/gX-^XX g^g,— ^ 

ce la ìi bifogna avvertire, che il quadrato UE tanto 
è eguale a.^x-— xx, quanto ad AE-^AD =44 
— X x; dunque farà ^x =4 a^ ed x = — , e </x=s 
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*— fL u d ^ 

' 2.; foftituiti quelli valori nelP equazione la- 

equazione appartenènte aJIa Traiettoria ricercata • 

V. Avvi una altra fpecie di Traiettorie, che na- 
fcono quando una ferie di Curve venga fegata da una 
Curva in maniera che data tt per ^ ed x fia fiz d x 
coftante y ovvero eguale ad una funzione di x e ^ ; 
nel qùal cafo non.folo fi può cercare V equazione^ 
della Curva fecante ^ ma ancora della Curva , le cui 
coordinate fieno x, e^. Si chiami pertanto =:z» la 
quantità che dee eguagfiare/Tr^x, ondefia 2,=:pnd'x^ 
fi differeozi quefta equazione fupponendo fluente Xy e 

g^ izxk dz r^i'TTdx^dgf^--. dx; (e fi può orte^ 

nere algebraicamente queffa fommatoria, ovvero fé fi 
può ridurre alla precedente , avremo uf>a equazione^ 
differenziale del primo ordine fra ^ , ed x ; in cafo 
poi contraria , fatta la divifione per dg fi prendano 
di nuovo le differenze , e fé nafce una fommatoria al- 
gphraìca o riducibile alle fuperiori; fi otterrik uti2L c- 

J [nazione differenziale del fecondo ordine) e cosi ìfu 
eguico • Quefta Curva delle coordinate x ) g non di- 
pende dalla pofizione delle Curve , che coftituifcono 
la ferie . La equazione poi della Curva fegante fi ot- 
tiene coi metodi volgari data 1' equazione fra le co^ 
ordinate x^ g y e data la pofizione delle Curve Tela- 
te . Veniamo all' efempio . In una ferie di circoli fi 
taglino archi eguali) che chianc^o gy cerco T equazio- 
ne della Curva » le di cui coordinate fieno i raggi , e 
1« ungenti degli archi. Pr«f4 ^ neUa tangente ^ e pò- 



CATOXlll, J49 

p tt d X 

do i il raggio r arco viene cfpreflb per /-s^ ; 

dunque farà a=fìl^; oflìa — -f-LÙL^; 
fi prendano ora le differenze fopponendo fluenti le x^ 

fommando attualmenre giacché la fommatoria & alge* 

fi d P P ti yc """— X il P 

braica avremo 2=5 2., equazione ri* 

gg 4g-^^^ 
cercata . Se fi voglia poi r Equazione della Curva fi> 

gairte ì circoli ) bifogna avere riguardo alla colloca* 
zione dei medefimi circoli • Siano per efempio tali cir- 
coli concentrici, ed il centro comune fia C, ( Fig. 91 ) 
gli archi eguali fieno A E y zAzE ^ le tangenti A G^ 
% AiG ^ la Curva fegante £ , 2 £; fi chiami CFz=zmy 
£ F= n j farà gg =: min-^nn y inoltre eflèndo oc : g 

^ . ^a n\/ m mA- nn . 

: : n: my farà x =:-^ = — ^ — — ; fatte pex 

m ~ m 

tanto le dovute fo(Ktuzioni farà — a ày m m4-»«i 

zzzm i n — ndm. 

VI. Sono celebri ancora le Traiettorie ortogona- 
li 9 e le Traiettorie reciproche. Eccone una idea. SÌ 
cerca una Curva ( Fi^. 92 ) la quale feghi ad angoli 
retti tutte le Curve di una data ferie . l^a delle Cuv- 
ve ) che fi deono fegare fia M N , la. di cui eqAtazio- 
ne contenga il parametro g y cioè coftante sella fteÀ 
Curva ) e variabile quando fi fa il paflàggio da una in 
urf altra Curva. La Curva, fegante fia PO; ^B fia 
la linea delle afciife , ed A fia V origine . Dal punto 
della iaterfecazioDC jD ij cali i^ ordinata ortogonalr y 

oflia 
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odia normale D B comune alla fegata , ed alla fegan^ 
te; fi chiami JBzizx^ BDzny; prefo P elemento 
B b conduco 1' ordinata bn , che fega Af N in » , P ^ 
in dy e conduco D w parallela alle afcifle . L' elc- 
uienco dell' ordinata per riguardo alla Curva feganr- 
te è w rf che chiamo — .i/j;in riguardo poi alla fc- 

ata h m n che chiamo $y per diftingucrlo dall' altro. 

Lflcndo V angolo hD i retto farà nm:Dm: : D m i 

w d; dunque ^y:d x : : d x: — rf j; e perciò Syz=: — . 

DifTerenziàta V equazione della Curva fegata in fup- 
pofizione di g coftante fi ritrovi per x y e d x il va» 
lorc di éyy onde ùsi ò'yzzzMd x ; ma abbiamo ^j 

^ X* d X 

= — j ; dunque farà M =: _. — . In M tanto fi ri- 

dy dy 

trova il valore di x ed j , quanto il valore di/; e- 
lìminato quefto da M mediante V equazione &Ua^ 
Curva fegata, nafcerà V equazione differenziale della 
Curva fugante. In altra maniera fi ritrovi la fottan- 
gente B T efprefla per x ed j non già per g col mcz- 
2.0 deir equazione della Curva fegata che fi fuppouc 

data, quefta fottangente fi eguagli gd -— . :L-2 ^ che è, 

la formala della funnotmale della fecante , e 'fi avri 
r equazione ricercata • Siano infiniti circoli ADH. 
( ^^Z: 9% ) ^^^^o fteflb vertice A^ ma di diverfi dia* 
metri ^N = 2^, e fi debba ritrovare una Curvi-ii 
cKc gli feghi tutti ad angoli retti. V equazione dei 
.cerchi h igx — xxzrzyy^ fi differenzii quèfta equa* 
zioné pofla coftante ^ (afa ^^x — x.rfx=j d'jfidun* 
gdx — xdx -, d x^ ,,• 

^uc2 =5i!j=;5— ~— ; ma abbiamo 



CAPO XI IL 3sr 

,^ := ——22. j dunque foftltuendo farà — 2. -j-. 

J — ± — X dy:=z-^y dxyC perciò djz=: .. ^ ^ ^; 

ed integrando y = A > offia tc^zuAy — Jfjf > 

equazione al circolo , che fi coftruifce nella maniera 
che feguc . Dal punto A al diametro vi N fi condu* 
ca la tangente A H indefinita , in quefta fi tagli qua- 
lunque AB e fopra A B Ct deferiva il circolo R D A^ 
farà quefto il circolo ricercato . 

VII. Per venire alle .Tra jettorie reciproche la Cur* 
va -^i* C ( Fig. 94 ) fi aggiri intorno V aflc B K^ t 
venga nella pofizione inveria DBE ; dipoi fi fuppon-^ 
ga che la curva DRE d muova con moto parallelo 
m maniera , che il punto B deferiva, la retta B K ; 
con tal moto venga per efempio il punto B in O , e 
la Curva DBE nella fituazione FGH,efeghi ABC 
nel punto G ; ciò pofto fi cerca la natura della Cur- 
va dotata di tal proprietà , che 1* angolo CGH fia-. 
coftance . Quefta Curva è quella che fi chiama Traiet- 
toria reciproca. La Curva CBA ti riferifca alla linea 
delle afciffe I R L^ la quale faccia con BRI* ango- 
lo B Jf £ eguale air angolo C B E . Dovendo eflere T 
angolo CG H coftante , farà eguale all' angolo C BE; 
ma C £ £ per 1* identità della Curva è eguale a 2 C JB K, 
dunque C GHè eguale a 2 C B /? . Si tagli B K=0 G, 
e fi conducano le KL^GI parallele sl BRy è facile 
dimoftrare per T identità della Curva , che IC I , G I 
diftano egualmente da B Ry e che T angolo £ iC L fia 
eguale all' angolo / G O ; perchè prodotta i G talmen- 
te che concorra colla Curva E£iaD farà i"^ arco B Li 

:=GO 
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z=zG OzzlBK s e ficcomc il moto della Curva K B C, 
fi è fatto intorno a iJ K , così non potrà il punto K' 
eflexe andato a cadere in D , fenza , che la retta K L 
fia andata a cadere in una linea tirata per D parallela- 
mente a £ iC y e tale eflendo appunto D I dovrà K t 
eflere andata a cadere in Z>/, onde KL^ e D / , of- 
fia Gì fono equidiftanti da £ R , e V angolo I G H 
z=il DB h eguale a B K L, aggiunto di comune 1' an- 
golo CGI, farà BK L + CG I znC G H = C B£. 
Prcfi L / * li clementi eguali delP afcifla , e condotte 
le ordinate Ik ^ ìg ^t K m ^^n parallele a C E farà P 
angolo BK Lz=iK k m per adequazione; dun<^ue K k m 
^gGn farà eguale a CB£, per le cofe dimoiirarci 
eguale a B K £ per coftruzione zzzRIn z=zg nIz=.Ggn 
^gGriy e perciò Kkm-=.Ggn '^ dunque lCi0i:i(/iy:i 

G n :gu y e K mxgnziz: K m^nkm.Gn. Sizper ua^ 
to RL = XyKLz=:y^ km = dy; RI = — x^GI=y, 
Cnz=idf y Ll=ili=iix^ farà nella Traiettoria re- 
cxptocsLay dy s=: — rfx*. FongSLCidyz=: Mdxy dy'zz: 

N//x, dovrà cffcre MN = i, ed N= -Lj ^*<*^'^- 

que dee eflere tal funzione di x , che pollavi •— x la 
vece di x divenga N reciproca di M j tal è M = ^'^ 

in cui pofta -« x in vece di x abbiamo K :=: 

reciproca di M ; dunque V equazione dy^ =:dx 

cfprimc una traiettoria reciproca ; e comecché qufcfta 
equazione appartiene alla logaritmica ; dunque la io- 

garitmica i una deUe Traiettorie reciproche • La <^qua« 

zio* 



a — X 
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^ionc ily=:dx ^ ^ ^ à ìz condizione ricercata^ 

dunque è una Trajcttoria reciproca , appartenendo que- 
fta equazione alla Cicloide ordinaria luppofte le coor- 
dinate ortogonali ; quindi la Cicloide dovrà annovc- 
xarfi fra le Traiettòrie reciproche.) ed ortogonali . 

CAPO XIV. 

Del Calcolo dei differenziali farziaU^ 

5. r^A che i Filofofi hanno latraprefa la ricerca del- 
J J le leggi ) che regolano il movimento dei cor- 
pi fleifibili , e fluidi ; hanno altresì comprefo la nccef- 
lità del Calcolo xlei difTerenzialr parziali • Non à mol- 
to per altro ) che gli Algebrifti fi fono in quello efer- 
«itati; e perciò fcaife fono le fcopertc, che uè anno 
fatte ; ciò non oftante non vogliamo , che i noftri Gio- 
vani fieno affatto digiuni di un calcolo , che per V u- 
tilità ) ampiezza , e lubUmità) fé gli altri non iupera ^ 
certamente gli eguaglia . /^4>\ j-r 

li. Sia (p una funzione di xy y; ^^irr j °^^" 

xna 5 come altre volte abbiamo detto 3 la differen^ta-* 
ài Cf nella fuppofixione > che varii la fola ^ì^^^ÌtZ J 
•denota la differenza éì ^ nella fuppofizione j che va- 
ili la fola jf; e comecché è dtlp=:dx(^j -i^ 

ix(^) ; quindi -»x (lì) , rf, (g) ficWam.. 

no differenze f aratali di ^ , che io chiamo piuttofto 
4ìffereaziaU faniali <U q) ; kiacchè «qoefte quanti» l<»- 
■ ibm» II* * y 
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no infinitefiiii«> e iègnatam^nte fi dicono del prima or* 
dine , perchè ergono che qp fi differenzii una voltai 
fol tanto . Comecché abbiamo pel calcolo dei dif- 
ferenziali ordinario dcp=ip dx^qdy y denotando 

f^^ due funzioni di x, y; quindi farà ^ = f ^\ 

5f=( j-^J) onde ^,5^ denotano formole che dipendono dai 

differenziali parziali del primo ordine) le quali in apprei^ 
fo faranno dà noi chiamate /ormo/è di différenxMlì parz^ialL 

III. La efpreflìone t — ^ \ difegna , che ( — | 
è flato differenziato in fuppofizione di x folamente va- 
riabile e divifo per rfx ;ficcomer altra ( — -?)d^"^- 

/d (p\ \ ^ J* / 

ta , che ( -j- j fi è differenziato fupponendo varìabUe^ 

la fola j e divifo per dy. Quefte altre efpreffioni poi 

(^jÀ ) ' {7^) ^'S^^^"'*^ ^° riguardo alla pri^ 

ma , che f ~ j è fiato differenziato fupponendo fluen- 
te la y e di vifò per rfjy in riguardò poi alla, iccanò^s 
chc| ^ j è fiato differenziato fupponendo fluente fa 
fola X e divifo per rfx ; ^'^de^-—^ 3 {:T^) ' 

(j — 7- I , ( - — 2- j fcmo formòlc dei differenziali 
dxdy J \dydx/ 

parziali del fecondo ordine fpettanti alla funzfene ^ ; 

V f d d (p \ f d dQ> \ 

la 
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la funzione to at>partecranno tre formolc dei dìflFeren- 

/dd(ò\ 

• ziali parziali dell* ordine fecondo 3 che ^^®("T"t)* 

i I ? ) , ( 2. ^ : la prima nafce differenziando 

r V^y / \d^djj' ^ 

^ due volte cp in fuppofizione della fola ^ fluente 5 e di- 

' videndo per //x^; la feconda della fola y y e dividendo 

/2 per^j*; la terza una volta fupponcndo fluente la^, 

e V altra la j, e dividendo per /fx^j^o vìcevprfa^- 

« IV. Collo fteflb metodo diinoftro, che le formo- 

^ le dei differenziali parziali di (p del ordine terzo fie» 

1 „o ,u««o, ciò» (£!1) , (j±*-) , (J^-j, 
I ^ ] ; la prima fi ottiene differenziando Cp tre voi* 

\ df J 

te nella fuppofizione deUa fola x fluente ; la fe<:ofìda 
fuppdiiende finente la fola j , « poi due volte ia fola 
oc ; la terza fupponendo fluente la fola x » e poi due 
volte la fola y ; la quarta fupponendo fluente tre vol- 
te la y ) e facendo le rifpettive divifiohi come fopra • Le 
formole dei differenziali parziali di q) dei gradi iuperiori 
til terzo non fono dalle cofe dette difficili a dedurfi,. 
V. Suppongati ora dp funzione di tre variabili x ^ 
y^ %; farà dCp =:pdxJi^qJj^rdz>i e perciò f=: 

(?x)-=(^:)"= (.-!> ''■■^' -*'»'"< 

formole dei differenziali parziali di primo grado della 
funzione top ; da ciafcuna di quefte nafcono tre formo* 
le dei differenziali parziali di (p dell* ordine fecondo; 
e perciò nove fembrano che fieno le formole dei dif- 
ferenziali parziali di (p del fecondo ordine ; ma fé ri- 

Yy i = 
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\ dz.dxJ ^ iyà.Tì, I \ d2.dy )' ^ 

derà come ie formolè; deu difTèreoualL parziali di gt%^ 

À À tf\ 

ào feconda di tu ficno> fòItanto> fei ^ cioè /f -r-^ \ i» 

C- — r-^ . Le fotmole.dci differenziali pamaU'di' (p dell* 
dy dzff 

ordine: terzo (T trovano la > quelle dì quarto 15, &€• ft* 
condòraprogreflibnetlei. numeri triangolari «Dalte cofc: 
fin* qui e^ofte (L comprende: agevolmente* come* pofla. 
rifolverfi il Problema :: data* (p funzione di qualunque* 
mimerò» di variàbili ,. determinare i differenziali par- 
ziali di. (p di qualunque ordine .. 

Vl.Per concepire il Problema fpettante là integrazione 
delle formole dei.difEcrenziàli parziali^difégni^^ unafun-^ 
ziònedellfe varìàbil?x>^>sR&3C;^; ^, ^., r &c. difcgnino' 
le fórmole* dei differenziali parziali di (ìp dell' ordine pii*^ 
^^i fy 9' ì ^'y &Ci quelle delP ordine, fecondo &c. j 
e fia propofla una equazione tra (p"} yyr9Zf'Sa:.;f y q^f 
atc; ;fy^') r* &c. &c. ;;indr fi. domandLdt:efpellere' dal- 
la equazione: lQpj,qrr&:ci.f yq'yy&XiScc. ;,dblr. tut- 
te le formole del differenziali parziali in maniera che 6 
abbia, una. eqiiazione. tra. C^yXyj , z &c. e refti perciò 
determinata cp per Xy y yX^f &c..;, la quale farà tale che 
farai verificare la equazione propofta. tra le formole 
deldif&renziali parziali) e le variabili q>, x^y , 2>&c«; 
quefta. domanda appunto? è- quella; che (i (k y quando Ù 
richiede di integrare, una: formolai) che involve: ì diffe- 
lenziali parziali ..QueltO' problis^ma: è. IMmrerfo di quel- 
lo- deii precedènti, numeri ;. intorno^ a cui* pochiffime co* 
fefòno'fih ora ftate fcoperte dagli Analifli ; delie qo^* 
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Xx alcune foltanto brevemente ne addurremo per ini. 
ziarc i Giovani in quefta nuova fpecie di Calcolo in- 
cominciando^ dallb: cofe più féroplici • Si cerca una^ 
funzione di due. variabili x*,. y ^cher chiamo (p > la qua* 

le debba; cflere; tale. che. fia ( —\ =^a:^ cioè p=^a . 

Per xifolverer queffo Ptob^ema^ avverta, che dovendo cf- 
fere d Cp-r^rp d x^q dy , foftituendo in vece di p il 
fuo valore a , ficcome richieder lai condizione del Pro-^ 
blema » farà d^zziadx^^qdy ;. fi- confiderà adeflbj 
come coftante^), onde fia d^Cp zz^aid Xy integrando* fa* 
rà «p =z:tf X più là coftante y la quale dovrà contenere 
ancora la.j^ che fi è fuppofta coftante.^ per la qual 
cofa* chiamata^ qualunque, funzióne: arbitraria di y con 

J[uefta efpreffionc /: 7 j avremo» ^=r:/rx-f-/-j; ed in 
atti poftov dyf'iy il differenziale di /:j j avremodif- 

ferenzFandoir^ =r 4 dx -4- dyjp : y ; onde |r= ( 7^ ) 

zzza'y come fi"' voleva .. Abbiamo* detto^ , che la coftan- 
te da. aggiungerti dee eflere qualunque funzione di y;, 
intorno a ciò' conviene^ fare, unat rineffione intercflan* 
te, cioè. che. non folajBéntequeftafunzione'deeeflere ar- 
bitraria.; ma. inoltre non dee oflervare alcuna legg^^ 
di continuità-^ vale a dire; dee eflSre- tale' che poìHu* 
fupporfi. cangiare: per tutto^ il tratto;» che fluifce (p ; al- 
trimenti; fi. indurrebbe in: ^* una* determinazione » eh ^^ 
r impedirebbe- di effere ir integrale* complèto ricerca- 
to ). cofà^ che: nella^ rifòltizione. dei' probiemL potrebbe 
indurre in paralbgifmL;. ed; in' realtà: fupfKxffb' che /: j 
iìgoifichr tanto le: funzioni: óly» contrnt)ev quanto le^ 
difcontinuc differenziando* avremo* la fteiTa equazione 
differenziale; dunque: quando^ dal differenziale fi fa paf- 
{aggiogali' integrale ^ dovcndofi- air integrale dare tutta. 

la. 
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la eftenfione poffiiMle 5 perciò la /: y ^ che fa fij^ura^ 
di coftante^ dovrà compreadere qualunque funzion^^ 
della y , non folo contiioua ^ ma ancora non, contiopa 
o difcoatinua come Ci fuol dire. E ciò Tempre fi W- 
tenda per tutto quefto Capitolo quando fi aggiungono 
le coftatiti* 

VII. Pollo ( —\ :=z f a domanda una funzìartt 

di >f 5 j 5 che chiamo qp, ule 5 che fia p =: X ; X di- 
fegna qualunque funzione di x . Dovendo effere d <f)=i 
Jfdx ^ qdyy farà foftituendo X in vece di p , rf(p= 
Xix^qdy ; e ìiippofta y coftante farà ^ 9 = X d x^ 
onde integrando avremo n^-rzfXdx-^-^fiy. Convie- 
ne ricordarfi , che /: y fi cftende alle funzioni di y con- 
tìnue , e difcontinue altrimenti T integrale non fareb- 
be completo . ^ 

VIIL Sia data una funzione di x ^ y ^ c\ic chiamo 
-Tfj cerco una funzione di x^y^ che chiamo ^> tale 3 

che fia ^ = ir } denotando al folito y la formola ^ — ^ . 

Effendo i(p-=pdx'^qdy ,farà d(p'=:7t dx^qdy; 
e confidcrata la fola x come variabile , farà rf (p = 
'Jtdxt ed iategrando (p=zf^dx -h/: jr . Si avvetta 
che ogni volta che li ritrova acceca dal legno di foni- 
ma una funzione di variabili col differenziale di una, 
fi intende , che la fomma è ftata prefa in fuppofiiio- 
ne-, che fluifca foltanto la variabile , il di cui differen- 
ziale efifte fotto il fegno ; altrimenti la fomma ùreb- 
be impoffibile: cosi fxxyìbdyy C§nifica,che ia fom- 
ma è ftata prefa' fapponendo variabile la fola jr » e por- 
ciò tal fomma farà xj&j*. Tornando al Problema , dìt- 

d Tt 
fèrcnzio V iatcgralc e trovo i q)=5X d x-^iyfd x ( — -^ 
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^dyf :y ; chiamando djf : y il dififerfenziale di/:jr; 
adttnqae farà p^zit come fi voleta . Se fi voglia fe- 

pere che cofa fia f—^"\zzqnt\ prcfente cafo^que- 

fto cornee chiaro fi ritroTS eguale/' : j+/^ * (T" ) ' 

IX..Difcgnr ep una funzione ignota di X)j)e (14 
7C una data funzione di jr , (p ^ fi cerca che cola fia (p 
cafo che fi debba verificare la feguente equazione ]?rz7r. 
Dovendo eflere dfp^rzfdx-^qdj^ farà ddp z=. 'nd x 
H-? //j 5 epofta al folìto j collante y avremo dc^zzzTTdx^ 

onde —2. =; //x> ed integrando /— ^= xH-/:j;efè- 

guita attualmente la /— nella ipotefi che y fia ca- 

Haute ; farà, (faefia fomroa una funzione di p^ y y ^^ 
quale chiamata IC, farà lC = xH-/:j;e perciò fi po- 
trà mediante queflta equazione ritrovare la funzione^ 
^i ^ sj eguale a (p. 

X. Denoti tt una funzione data per 9Cy cp G do- 
manda (p funzione di x, j tale che fia fzzz'K. Ef- 
fendo dcp zzifdx ^qdy y foftituendo TT perp,efup- 
ponendo y coftante avremo d (t> — n d xz=z o .Si inte- 
gri «cjucfta equazione differenziale per le regole volga* 
ri) giacché abbiamo due variabili (p , x coi loro ditìPe-- 
penziaU primi' ) e 1' integrale fia K; farà pertanto 
Kzzzfiy. Eflendo K funzione di (p , x la equazione 
K-zzfiy ci darà (p per x, j j come fi voleva . 

XL Sia 7r una data funzione di x , j , (p , e deb- 
ba efTere pzni: ^ fi domanda ^ . Dovendo eflf&re Cp:=z 
p dx + qdy y fuppofta coftante jf farà rf^=z:7r//x, e 
àtp'-^'Kd xzno ; queita equazione contenendo- dii^^ 
variabili coi loro differenziali fi. integri pct le regole 

or- 
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ordinarie ^ e fi otterrà una /unzione di ^ | x ^ jf » xfbe 
Ghiaino £^) onde avremo JC.= f:^ ;. col mezzo di quo* 
fta equazione fi potrà i£terminare (p per x , j come 
Ti valei^ . 

XII. Paflb ora alle liquazioni che contengono due 
formolc Ai di/Tcrenziali parziali Si, voglia ^^ funzioo; 

vdi X, j tale che fia (7^) = (^j>cioèchefla/r=f. 

Eflendo rfqp = piix-+-^//jf , farà ^^.^=rp /JxT+TTJ, 
X fatto x 4- jf =: ai 5 farà i< ^ ^=i^ // Zf ; ed integrando 
(^"^zffJA^s X^efta fomma non è pofiìbile fé non .^a 

p funzione di xy dunque avremo Cp =:/: j6 =/: x-f-j« 
Qualunque funzione pertanto 4i x-f-j o continua^ o 

difcontinua foddisfà al Problema . Pongafi /r f -? ) -J- 

* ( ~ ) = e, e fi voglia (p . Dovendo cJBrerc <?<p=f ^^ 
^q^yi ed eflendo per fuppofizionetf^-H*f=r^Ci- 
là q z=:i^ZZlLj ^nde ddp^fdx+LZJlldj^ 



farà ^4) = — i/jf 4-i.rfz; «e comecché i- ilj^io* 

tegrabile , per ttovare q> bifogna che £a integrabile 

p d Zf ., . 
ancorai—— , a che non può fuccedercj fé non fia p 

funzione di z ; dunque avremo ft = 12 4-/ : b x«--a j; 

denotando /: bx-^ay qualunque funzione oconttniAi 
A difcontinua • 

XIIL 
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XIII. Sia ;> f = I ; -fi cerca la <p fun?ianedi xty, 
'die abbia -quéfta prerogativa . Dovendo efléré i (p = 
fdxii-qdj^ farà (p=ffdx^fqdy=fx^fy^ 

Jhcdf^ydq^ «d jeflcudo per fiippofiiiooc ^ = — ^ 

farà 4) =i^ a: -+- i —Jxd^ _ ^— ^- dunque dee pò- 

tcrfi integrare j^ — -^.dp; il che non potrà inai 
accadete fé non fisL x — una funzione di f - onde 

:pp 

<icl cafo noftro bifogna che fiajrx — TZ*^P^f**fi 

€ perciò avremo (lf>=:^ x + -^ — /: .^;/:/' denota ^ualuo- 
que (unzione di p tanto continva , quanto difcontìnua. 

Per eliminare la f fi oflTervi che cflcndo /x— ^. rf^ 

^ Pt 

r=if\f\ farà x— ^zrifip; col mezto di queftìi 

equazione fi potrà detenninare p per x ) jy ; là cofk 
però non è generale ^ perchè jP^|^ denotando ancora 
una funzione di p difcontinua » non fi potrà perciò ef» 
primere ^per x, y con una formola analitica genera^ 
le • Nel cafo poi particolare , in cui il problema ri^ 
chieda y che /: p fia del genere delle continue ) allo** 
ca fi potrà beniilimo col mezzo della equazione x «— * 

JL.z=zp:f ritrovare il valore ài p pct x ^y^ il quale 
IbiPi. Ih Z z fo^ 
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foftituito nella equazione Cp zizp x +l^^f: p àzxioi. 

t 
funzione di x, jf« Alle volte il Problema richiede che 
fip^9i continua per un certo tratto ; indi fi cangi in 
altra ^ che feguiti poi ad efler^ continua per altro tiat« 
to 1 nei quali cafi fi Apra Ccmpre ritrovare p per x , 
y ; la quale p per un tratto avrà un vaiore,-e per V 
altro tratto ne avrà un altro; quindi qp per un tratto 
farà una funzione determinata di x ^ ^ ) e per alrro 
tratto farà un' altra . Dalle quali cofe d ricava^ > che 
1* integrale completo della noftra equazione necefla- 
riamente debba contenerfi in due equazioni ; cioè (p =z 

/xH-— —/:;>, X — — =/* :;l. Slag' eguale aduna 
P tf 

funzione data di p ; (i donunda ^ per x 5 j • Ponga fi 
dq=:rdp^ farà r funzione data di p; e comecché 
abbiamo dcpzsz p dx+ g dy; farà <pz=:fp d x -^fgi y 

=|r X -h qy—fxdp^ydq—p x^qy^fdp . x -J- j r ; 

quella fomma non è po0ibile) fé noti fia x 4^ jr fun- 
zione di p ; dunque tal fomma farà f':p\ e perciò ^ 
rr:px + ^jf — /:/>; ed inoltre farà jT: j = x-hjr; 
difegnando per /" • 1^ ii differenziale di /: ;? diviia per 
dp\ ancora .^1 V ìniteg^tsiì^ compieta non fi può ave* 
re fé non fé in due equazioni^ ^ 

XIV. Rivolgiamoci a qualche cafo y in cui la fot* 
mola differenziale contenga le formole di differenzia* 
li parziali dell' ordine fecondo » Si voglia (p tale ^ cbc 

fia l^4^)^M(Ì^) + K; M^ K denotano fan- 
aloni di ;f,^ date. Si ponga (£^) =«^iarà{^) 



zzzf — . ) ; onde pfrlaequaxionc di fappolìzìone avremo 
(--•^=M*-f-N; il confideri ora come variabile la 

fola x^ farà tizxzdxf — ), cioè in quella fuppoli- 

iione il differenziale parziale diventa totale ^ e perciò 

— =:{ — V; onde foftituendo avremo — -=sAf *-+-N: 
dx ^dx^ -dx 

offia dsb^=zM%dxJ^Kdx; quefla equazione fi fa in- 
tegrare coi metodi volgari; £a IC T integrale; avre- 
mo Kzzzfiji K contiene ^ ,j, sì ;oiìde fi potrà deter* 

minare ;d per x, j; ma è »=: /j£); dunque fiippo- 

fta y coftante farà zdx^rzdtpi onde tpzzzfzix-^ 
F:y . Quefto integrale è completo giacché contient^ 
due funzioni arbitrarie di y . Se poi M3N fieno fun- 
zioni ^xiate di tre variabili (p ^ ^ ^yi Si oiTervi > che 

pofta ^ coftante farà (ÌiLÌ)=ÌÌ^;e(Ì5)=^; 
'^ ^ ^ dx^ ^ dx^ ^dx^ dx^ 

onde la equazione 4i fuppofizione ii converte in^ 
-^-—rz— .-^rhN^ r integrazione di quefta formo- 

la appartiene alla integrazione delle formole ordina- 
rie ; foltanto fi avverta di aggiungere , in vece del- 
le coftanti^ due funzioni di y arbitrarie , e che fignl** 
fichino ancora funzioni difcontinue • Con quefto mero» 
do fi poflbno ridurre alla integrazione delle formolo 
differenziali ordinarie 5 tutte le integrazioni dellj? fox* 
mole di qualunque ordine che contengono le variabili 

^)^)J> turche i differenziali parziali fieno (j^}i 

Zz* *^ 



( ■^— ) > ( j^)Stc. cioè fieno fémpre prefi ia faj^pofi^' 
zicHK della /ola ^^Cciocchè fi dice della x,pu6diradella5;> 
imperciocché fuppofta y coftante farà ( H ) = ^ , 

(-—)=—?. &C.;. onde foft/tucnJo diiferenziali ordi* 

Aarii in vece dei differenziali parziali , fi otterrà uti^ 
formola diffeteniialc tra <|p% x, e loro differenziali^ 
onde fé quefta fi potrà integrare, avremo una eqaa- 
zione fra (|), x, jr, per mezzo dr cui farà data q> per 
jf, y. Bifogna però ricordarfi di aggiungere in ogni in-» 
tegrazione una funzione arbitraria di y . 

XV, La cofà per altro non va così felicemente 
quando la formola delle diflferenze parlali contiene le 

ÌT.h ( 5^ )- ( Tp^ )> ( Tir )> ( r>cT/^' 

r integrazione dèlia formola (^^ ) = (^) ben- 

• dx^ ^ d y ^ 

che fia quella fempliciffima è fommamente difficile ad 
Qttenerfi., Prima per altro di lafciarcJl prefente faggio 
del Calcolo dei differenziali parziali ^mi fia lecito di- 

fcoirere della foxmola ( tÌl ')=aa ( — 'i? \ cric • 

d y^ ^ *i X* ^ 

bre si' perchè cffa ferve al celebre problema mec 
co delle corde vibranti , sì ^ perchè^ ella è dcfla , tue 
à dato origine a^quefìo nuovo Calcolo ^ H Sig. df A- 
lembcrt fùril primo, che integrò felicemente la c/po^ 
fta equazione nella maniera, che fegue . Dovendo ef- 
iere <p funzione di x, j benché ignota , farà d<ù=. 
Pdx^qdy;tdixì0ìttcdp=:rdx^sdyyedq=udic 

+^Vji ma abbiamo >.=« ^^si^é(4^) =(— tj- 

^dydx^ ydxdf^ 



meccani* 

cbe 
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dunque 'farà dq,z:^sd^+t dy j fi moltiplichi ,la eqea* 
zione d f=:rd x^sdy per a ; t così moltiplicata (ì 
aggiunga ali* altra dqz=:i sd9c + t dy ,nafccrà adf-\r 

dq = Tv 4- 7 . dx^ aÀy.^^aohh per fuppolizionc ab- 

Diamo ( — -— ).=3/?/i ( — --^ ) > cioè /=: 4 4 r; ora e 

ìmpoflibile, che il fecondo mcmbrb dì détta equazio- 
ive fia integrabile j fé a r-^s non fia funzione di x-4i-/ijy; 
dal che ne nafcé che ancora (tf-\-q dovrà cflere u- 
na funzione di x ^a^y. Siccome o fatto la moltipli« 
cazione per a^ cosi poifo farla per — ^;nelqualca« 
fo ritrovo^ — af eguale ad una funzione di x — ay^ 

Sarà pe rtanto q + af=: % af: ic+ày -, q — afzizi a F: 
^ — Aj , cfommando queffe . d ue equazioni ritrovo 
5 = ^/: x+ /ijf -+- /i F: X — ay ; e fottraendo la fe- 
conda, dalla prima ritrovo /?==/: x-4- ay — f : x- ay^ 
foftituendo i valori di ^,^ nella equazione dcp=zpdi( 

^qdy^ avremo d0 z=z dx^g.dy .f: x-^-ay 



(^dx — ady. F: x — a y ; onde integrando farà Cpz=z 

f\''X ^ ay ^ F* ; x — ay ; quefte. funzioni qualunque 
di x-f*4jf ; e x — /ij deono comprendere ancora le 
difcontinues acciò l'integrale fia completo. In altra 
maniera è flato rifoluto lo ftcflb Problema • Sì è finto 
/ ddu. . f d d(p* V . dd Cp. ," , _ 

fuppofizione fi ricava f-r^ ^-rza a( -^').e.( iH \ 
= C ^ )>• «»* abbiamo ^rf «=;=■( ^ )rfx-f.(. £^ ) rf^; 
di^nque foftituendo farà <;«=;(_*)</ xH-rf «( — ) <iji 
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M 

abbiamo ancora d(p±:d x {^^ ) 4* rf j ^ -jP ) ;que^ 
fta moltiplicata per a fi aggiunga alla precedente ; a- 



d^\ . dCp 



vremodu-i^)td(p=zady^dx. a( -r^ )-+-( -r^ ) i 

r integraiioDe xlel fecondo membro di <iue{ia equazione 

non può fuccedcrc fé non fia /r ( -^ ^ 4- ( -2^ fun^iq- 

"^ dx ^ ^ d y 

ne di x-^ay; dunque ancora P integrale , e per 
cenfegaétóa u^a(^ farà funzione dix^-^jf ; collo 
il^ffo metodo fi ritrova u-^nd^ funzione jdjx-^ay^ 
( cioè moltiplicando pei* -r-ir la equazione. moltiplica- 
ta per. ii^cd infegulto operando come fopra ) ; onde 

avremo ir+tf^nz/: x-^-ayyu—adpz^F': x — ay ; 
fottraendo queàa equazione <lalla prima fi rirrora ^ e* 
guale a qualunque funzione di x -^ay ^ meno un* altra 
qualunque funzione di x — ay*; come fopra . Si offervi 
ancorala feguente foluzione ^ giacché trattandofi di ub 
calcolo nuovo -è bene vedere /con qual arte gli Ana- 
lifti fi difimpegnino nelle circoAanze 3 per poterli imi- 
tare • Si fingaf iì)z=zb(iì) faràperti 

-d y ' ^ -dx ' 

^77ry^-^^ir;^)'^^iryi^^^Trryi^ 

ondeK ( ^ )=i. . ( i^ ),cioètK l?il } 

^ dx^ ^ b ^ dy^ ^ ^ix*^ 

d d fh 

= ( -J-— ) S quella equazione è identica colla prò* 

j 
pofta fé fia b-ztia^obzìt'^a ; dunque a quefia equa- 
zione di fecondo ^rado foddisfanno le due di pri- 

jtao 



:anto 



e AT O X 1 y. ^éy 

mecche è dCfzz ( 5^ ) dx~^ ( -? )i>;faràrfq)=: 

dunque acciò, fucceda la. integrazione di quefti due dif- 
ferenziali particolari bifogna. che -2 fia funzione di 

ax 

x^aj pel primo, e diM"^ ay pel fecondo; ònde^ 
r integrale complet o cp pure fa rà, una, funzione di x4-> ay 

più una funzione dix — aj . Il Signor Eulero rifolve* 
in altra, maniera il- predetto Problema^ il metodo che 
egli adopra benché alquanto proliflb, è per altro^ di 
maggiore fecondità^ La brevità» propoftaci non permet- 
te di efporlo . 

XVI. La legge delle vibrazioni degli elaftri dipen- 

de dalla integrazione di quefta. formola: ( --X^=:;^a; 
( -— ^ ) ; a quefta equazione di' quarto- grado foddis- 
fannoducddfccondD(^^ ) =^a ( ^ ), ( £~| ) 

= — a ( j^ ) ; imperciocché: differenziate quefte re* 

fiituifcono quella.; fi veda- ciò' ini riguardo alla; pri- 
ma delle, due.. Si differenzino^ amboà membri delia 
equazione, due volte in.fùppofizione. della^iblajf fluen*^ 

te farà (^) = a(; T^it-O ; fi: diffàenzi la ftcf- 
^ dy^ f ^ dy^d x J^ 

ia equazione in^ fuppofizione della fola x^ fluente , ed 
^ . avre- 
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^"^*°^^ (7^*^ =^ (j^^ i ora abbiamo (^J 
« ( ^^ ) ; iexchè 4iÌ. = JL£Ì-, onde 

( -1 — r^j— } =^ ( ^ 1 ^- ) ; ^c pollo —!: = zr^ avM- 

^djdxdy^ ^dy^dx^^ ^ dy 

dd($ ddzf ddi, d^.^ , 

dydxdy dy d x dxdy dxdy* 

( X "^zrifr*/ -rJ^ \ • L€ forjsQoIe di fecondo grado» 

V^^ j4 / ^ d x^ ^ \ » ' 

ohe foddisfanno a quefta di quarto > benché fémpliciffi-^ 
me non fi fanno ancora generalmente integrare* 



CAPO XV. 

Della integrazione delle formole^ che contengm^ 

differenze finite * 

I. TW^El Capo primo di quello Libro fi è infegnata 

i.^ la manièra di prèndere le differenze finite di 

qualunque funzione data per. qualunque numero di 

variabili x ^y ^ » &c. ; preientcmcntc diremo qualciC 

cofa della inteEtazione delle formole ) che contendo- 
no differenze finite • II metodo , che nel citato capo 
efpofemo per prendere le differenze dì q^,non prefup* 
polle le differenze, finite ovvero in^nitefime , ma ab- 
braccia si '. le une che le altre ; onde in d^ potrò 
fenza contraddizione ^ e fenza timore di cangiare 1* 
integrale della formola d" (p fupporre i d" x , ^ j , ^ % 
etc. infinitelìmì ; e perciò trafcurati i termini , che 
diventano infinitefimi in paragone degli altri > vena 

1f^ 
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aer tale fuppofizione Sip:^d<p. Per la qutl cofa fty 
noi Tappiamo integrare d cp « fapremo altresì inte|?rarf 
il i <?> giacché unto il ^ep in luppofizione diìxi^^ 
^c. i guanto il ^ <p i» Aiw^ofiaione 4i -dx ., Ày £ìq, 
pr^vicac fen^MTC dalla ^««a forinola <|). Sia i^r^f^m- 
bie ^|>rr:x5'y'4-y^^'4'^*f^Jifi Xuppoiigano i fyt 
tf #c infinitefinu , (ara ^<pzs;rf<p=xi/jf^jfi/x; onde 
integrando zvKiao f.S Cp xafd Cp =.xy -^ A ; M in^ 
fatti pofto x^S^^y -ih^yiti (p in vece di x » ji fi 

otterrà «a* <p = Jf ^J -4-3f ^ ^ -+- ^ 'f fj ' 

II. Quanto abbiamo aiTerjio nel «inmcro preceden- 
te non è generaimente varo ; perchè -alle volte può 
accadere , iche ddp £a integrabile, e joon già il if: 
così fé abbiafi i<^cr:x ^y -ty d^x-+- ìì^x.&y , il dif- 
ferenziale d<p 4:orrifpondente fera xdy-^ydx^ il qua- 
le benché abbia p?r integrale :xjf,-queft« per altro non 
può e0er« iot^rale di id'qp; imperciocché pofto in xjf 
in vece tdi x,^ Je ^t-^^x^y-^-i^y non fi potrà giam- 
mai ottenere tf(p=x^jf-^j.tf^+2/Jx3'jf; laonde 
acciocché la propofizione iìa generalmente vera dee 
eflere contenuta in jquefti xerminì , cio>éJ ogni qual 
volta che ^<|> iìa integrabile Jo farà altresì il i^^cor- 
rifpondcBfte , «ed ambedue T integrali iaraxmo identici^ 
ma non xjjgni volu , che d qj é integrahik ^ lo farà an- 
cora .fì<ù: e la 'ragione fi -è -che quantunque il dtp^cxc' 
rifpondente al .J" 9 abbia le xondizioni tnece0axie per 
eflere un vero -e reale diiferenziale) ciò Aon ottante 
il ^ d) a motivo dei termini di pia che contiene può 
mancare xlelle condizioni neceifarie alla integrazione^ 
come fi può ofl*ervare neir efonpio di fopra . Adun- 
que propella «da integrare i' tp formola a differenze fi- 
nite } fi Supponga le diifeRon^e dicUe variabili infinite- 
fime , onde ^(p divenga d^ ; .di poi fi tcfamini itìdfif 
fia integrabile }• ed in «aio che lo .fia > iì xitco»:* fe:i 
Tom, IL ' A a .a me- 
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metodi noti Io permettono ^ V integrale; da cui pre- 
fe le differenze finite, fé quefte reftituifcono la for- 
inola propofta ^C^ farà quefta integrabile ) e farà no- 
to il fuo integrale , altrimenti non farà ^ ^ integrabi- 
le • Si abbia da integrare la fbrmola fopra efpofta^^ 
:=:kfy r^-y ^^-^ z^x^y; fi cangino le differente 
in differenziali , onde fia i <^z=zéi (p=z x dy -f- j d x \ 
ouefto differenziale à le condizioni neceffarfe f er cf- 
ierc integrabile; ed il fuo integrale è qp = xj-V--^; 
fi prendano ora le differenze finite di quefta formolai 
€ fi avrà ^'Op^ixi'jr-Hj J^4-^^ Jjf j e paragona- 
ta quefta colla propofta fi trovano effe diverfe ; dun- 
que fi dee conchiudere , che la propofta non è di fua 
Datura integrabile ; al contrario fé fi abbia la formo- 
Ja a differenze finite 5*(pzz:2 x^x-f-^J' x*, cangiandQ 
i ^ in ^ farà ^q^rz dt^zzi i x dx^ ed integrando fa* 
rà (p:=ix X ^ A\ fi prendano ora le differenze fr- 
uite di X x4-ii vMw^crà ^qp=2 x.J'x + i*x*;'che 
è appunto la differenza propofta , il cui integrale è 

xx4--^» 

III. Il metodo qui (opra indicato per integrare le 
formole a differenze finite à luogo foltanto quando le 
differenze finite fono arbitrarie ) ne fono fiifate me- 
diante qualche ipotefi ; ma fé $x fia fiffata con qn^A- 
che fuppofizione per efempio fé fia d^x eguale ad n- 
na coftante , ovvero ad x , o a qualche funzione di X) 
allora il Problema dee effere concepito in quefti ter- 
mini: Data una funzione qualunque di x che chiamo 
^5 fé ne cerca un' altra che chianjo S tale 5 che po- 
nendo in S , X più una data funzione di x > in luogo 
della X nafca la di lei differenza eguale a t : in que- 
fto cafo refta diificiliflimo ritrovare V integrale delle^ 
formole a differenze finite; ne io ò fin ora incontra- 
to Autori ) che fi fieno accinti alla fgjluzione genera/e 

di 



di qoefto Problema. Pet dilucidazioìie di queftaL. 
materia difcorr«iò della ipotcfi in cui fi ftabiliice tfx 
= — I , la quale è ftrettamente congiunta col proble- 
ma di trovare la fomma delle ferie dato il termint> 
generale. Sia dunque « 4ina funzione di x, la quale fia 
nata da un' altra prendendo la differenza di q«efta> 
nell' ipotefi di ^ x = — i , e fi cerchi 1' integrale di 
f;fia :quefto eguale ad S . Se fi ponga in S , »—x m vece 
di x-, nafca x'j dovrà eflere / ~S = 3*5= t, e perciò fa- 
rà S = S » ; il fegno S indica 1' integrale di differen- 
ze finite. Ora per le cofe dette nel Gap. i. 1. j. n. 6. 
fé Cd fia ima funzione di x , e fi ponga d** = — i > 

farà ^ 4^ = - J3; 4- ^-^ - jTjj;;; + jTjT^j^, 

&c. e perciò rari <f = - S j^-h -i> J^—^ " 
S£2+_1_ S^ &c.,- onde Si}=-f+'j< 
S£±— L-S^H—l- S^ &C. , quella equa- 

zione fi chiami (^). Si ponga In (-4) * in vece di 
-^, avremo S »= ^ir.—ftdx ■+•— S^— — r;^ 

Sllfn L- sili &c. Per togliere dal fecondo 

membro di quefta equazione in fégno 5 ^ nictta in.* 

(A) fucceflivamente -— , — — , -;— ^c. m luogo di 
^ ^ dx iix^ dx^ 

—5 dalla qualQ foftituzione nafcciranno le feguenti c- 

4tc * ^ 

A a a 2 qua- 
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quaziom 0-r- = — '+ — D -j—r o-r—x +" 

4. 4 x^ rf X» « X 2 



. . . <Ì*' r e dit 



àx^ 



ji— S T— ? S -7— ; foftltuendo pertanto ncff 

2 . 3 ^ x4 z • 3 . 4 ^^^ 

equazione S^ = S=— /r ^ x-+-— -S 3 S-j — r 

4-«JÌ S?4- &c. i valori di S^, S?^ &c.fi 

2.J.4 àx^ dx dx^ 

Otterrà b^ = ^ = — /'^^— * T'^ • 

— . - — &c, cioè farà trovata la fommatoria di t; 

^4 ^^* 

la quale avrà un numero finito di termini) quando 

qualche differenziale di r fia =0) ovvero avrà un nu- 
mero infinito di termini ^ quando qualunque differen- 
ziale di t non fia = • 

IV. Si voglia la fomoMi di 2 x -f- 1 j ovvero che 
è lo ftcflb 3 fi voglia P integrale di 2 x-f-i , cioè fi 
voglia una funzione di x in cui pofta x — i in vece 
di X fia la fua differenza 2 x-4- i: avremo /= 2 x-V-i) 



onde farà ftdxzzzfzxdx-^dxzz^xx + XyC 
= 2 5 e — — = a ; onde faràSrriS tss:Sax-+-i = 

d X* 

^ — XX — 2 X : ( -4 è la coftante , che fi dee aggiun- 
gere air integrale ) ; ed in fatti fé in A — xx - 2 x 

fi ponga x— lin vece di x nafcera ^ ^ -«- x x — 2x 
= 2 X '^ X • Per venire alla confiderazione delle ferie 
%ifogna ricordarti di ciocché fi diffe T. 1. 1.3. Czp^ó. 

n# J* 



n*3. cioè che fé fia S la fomma' dei termini di nume- 
ro x , ed / la fomma dei termini di numero x — i ^ 
farà «^ — f il termine generale ; ma x nafce da S po- 
nendovi X— 1 in vece di x, dunque farà S -^ /=^~^S; 
onde S farà la fomma della ferie che à per termine 
generale — ^ S ; ciò poftor eflendofi ritrovato di fopra 

^ A — XX — 2x= 2 X -f- 1 farà integrando À — x x 

— 2 X= Sz XH-^,C XX+2X if= — S2X-f- i> 

e prendendola differenza d',xxH-2 x — jf =;:— 2x — i; 
dunque xx-4- 2:x^ ^ è la fonuna della ferie ) che 
à per termine. generale.* 2 x4r i ) ed. in fatti quefla fe« 
rie ) denotando. X il numero^ del termini) fi trova ei^ 
fere 3 j 5 ) 7 > 9 > II ) 13 1 15, &c. &c; 5 la di cui fom- 
ma è appunto j^x-^-ix (la coftante fi prende eguale 
a «ero ^ perchè cosi, fatta x= i fi trova il termine pri- 
moeguale allafòmma-, come dèe eflere.) Sia /=2x — i 
il fuQ integrale, in fuppofizione di ^x^=z — i , è- e- 

guale ad — .(i-— 2x) (zx-Hi) ; la fomma ppi 

3 

della ferie che à per termine generale ìp( — i è — 
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( » X — 1 ) ( 2 X-+-1 )> cioè V integrale di. z x-^ l prfr 
fo negati vameute • 
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Sì Jpicga il Varaioffo dtl C/rjp. 9. del Libro fec$n So ^ 
e fi foidiffà ad alcune fromeffe fatte ntl decer/o 

di ^ue/ìi Blemenfi . 

1. TjWTEl Capo nòno del Libro Teconào fulla ffne fi 
xN fece vedere , che oltre le* equazioni , clic Co • 
no contenute nell* integrale completo di una equazio» 
ne differenziale alte volte ^Tuccede , che vi *(ieno altre 
equazioni, che (bddirfanno benrffimo alla equazione diife- 
tenziale fuddetta . Allora non elTendomi nota fol^izione 
alcuna plaulibile di quedo partdoflb^lafciaijà cofa nel* 
la fua ofcurità ; prdentcmcnte *dopo aver letta la dot^ 
ta Differtazione del Signor La Grange fu quéfto partì* 
colare inferita nel Tomo degli Atti della Rea/e -Ac- 
cademia ^i Berlino per T anno 1774* e/porrò^ il inio 
fcntimento . In primo luogo io dico, the per integra- 
le c(Hnpleto di una equazione dHTerenziaie per cagioa 
di efempio di primo grado non fi dee intendere fol- 
tanto quella equa'zion ^nita , che foddislà alla predec-' 
ta equazione differenziale , e che contiene una coftaB- 
te arbitraria 9 che non fia nella equazione differenzia- 
le predetta ; ma fi dee intèndere qualvintivic 'equazk> 
Tìe finita che differenziata dia la fuddetta lequaziono 
differenziale: cosi P integrale completo della equa- 

izionc differenziale rf^+g xrfx.j— x =^j non è 

x4-xx — a a =jy5Ìl quale foddisfà alla propofta-. 
equazione differenziale , e contiene la coftante a , che 
non è in quefta , ma è qualunque equazione finita^ 
che differenziata dia la propofta • Ora T equazione 
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x-\^1k 94 — aa" =:^ pofto che a difegni non fola;unà 
coftante, ma una variabile ancora è tale, che dififeren- 
zìando torna la propofta; dunque Ce fi fuppon^a^ fgN 
Marito coftante non fi avrà l' integrale completo .'Per tro- 
vare poi 1% funzione variabile, che dee eflere pofta.ia 
luogo di tf fi differenzi quello integrale fu pponendoa n» 

corà variabile a^ avremo d^-^ ^ x d,x ^xx-\- aa — 

^ a d a^x X — aazndy; il diflPerenzìale propofto non 

pot^à. giammai tornare, fc pon fia, — - g ad a y/ax -^wa 
z=:.o ; dal che ricavo a^^^'t adunque fé nelàntegi;a- 

ItX'^xx — AO^ ù ponga in vece, di a la x.^nafcerà 
r equazione ^=j5 la quale foddisfà alla equazione 
differenziale propofta , e per ciò òl un. di lei integra- 

le 'contenuto nelP intégrale x -f xx,—a a. rrj fuppQ*- 
ila a indifferente a dilegnare una quantità variabile 
egualmente , che una coftante • La formola differenzia- 
le di cui parlammo nel citato Capo nono è.j d x — x dy 

\ay/,d X* Hr dy^ , il di cui integrale fi vide efferej = 



f — f ^^;.ll!lf 3 e fi diffé elitre quello T integrale 

' completo y perchè' contiene la coftante ji arbitraria^ ; 
ora io dico che quefto integrale non fi dee riputare 
.completo fé non fi fupponga A variabile ancora; per- 
•chè poò ben darfi, che vi fieiK> valori variabili di ^f , 
i quali facciano ritornare la propofta equazione diffe» 
renziale. Si differenzi dunque il predetto integrale fup- 
ponendo ^variabile . Perchè torni il differenziale pro- 
pofto dee effere il coefficiente di d'A eguale al ze- 

, r X ^ — ^ /1-4-X .. 

IO ; dunque farà i ■ — —7-^ z^o y e perciò 

z ' ^ z A A ji 
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yf iT^^ ; fi ponga ora fuefto ^raloxc di Jf mU* 

intesale ' • -/* rf- — — :=: j , Tara y d=: ^a a — x x i 

che è pure ^n inte gri ?e della formola dilTerenziale 
yix — X dy :=: a y^ d x^ -^ dy^y it quale non ii conter- 
rà mai in ^tUl A -f- l^^ij fc tuppongafi Jl co- 

.1 Jt il 

'Aantc . Dalle <:ofe dette fi coniprende die 41 paradof- 
fo deriva dal prendere pet Hìtcgralc <k)Biplevo di ima 
formola diffcrenzia4e queir integrale io cui U quanti- 
tà agginrita A fia fcmpreTCoftantevquando può A cJBTert 
ancora variabile 9 CDine ii è veduto . 

II. Al Capo 5. l^ìbro <• ti; 1. fi dille che qualo- 
ra fi trattava di Jtree afintotiche »non eravamo fìcuti 
generalmente parlando , che la fomma^dàrettangolet- 
ti infinitamente piccioli fofle eguale air areaa£ntoti- 
ca , e che nei cafi particolari era neceflàrio di ufìire 
qualche induftria per aflicurarfi quando detta foinm^L^ 
il poteva prendere per V Àrez, ^ e quando no . ;Per ia*. 
dicare dunque come ^dobbiamo in <iimili «afixotttener- 
ci riprendo la quadratura della CiiTòide data nel Ca« 
pò 12 ) >!' 4irca delia qual Curva ) come ognun fa, è 
afintotica ; ora io àìco che non pofliamo confendcie 
la fomma dei orettangoletti infinitamente piccioli in- 
fcrìtti in queft' area ^oir area fteffa^fe non fiamofi* 
curi ) xhe il ;rettangoletto fatto dall' afintoto neli' e- 
lemento evanetcente ^ideU* afcifla «fia ancor .elfo «vane- 
jfcente . Per veder ciò ^rifletto «bp chiamata ( Fig, 26.) 
A P^:^ X , PM zzLj ^ A Bzz, a abbiamo V equaziono 

•X^ 

della Ciflbide yy z=z^ — -- j dunque chiagoata P j&:=:r^ 
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vancic^nte cioè = dp^ avremo jfjfsr^— 3 < J r=r •*•--: J 



ma r demesto delP area è gènéraimcnte'j i/x; dun* 
qne eflb elemento^ nel punto» JB iarà —^ • diy cioè 

•£ . f f ^ '- j. .. ' :..! ^ 

A^ rf »* ; ma i? »* è evantfceote ; ^uo^uejijRCorafV» y 

cioè il rettangolo doir. afintoto meli' flementp, dell' 

afcifla è evanefcente ; dunque tra^andoii^ della qùft- 

aratura, della Ciflbide fi* potrà, fenza^ perrcolo di erra* 

re confondere la fomma dei réttangoletti infinitamen- 

te piccioli: coir. area, afintotica:» Nfeir jjpérbola ffoi .a« 

polioniana non H può fare quefta confùnone,. perchè il 

rettangoFetto accennate fi ritrova e^ale aduna^uan* 

liti, finita.. ' . • 

III. Nel Capo 8: deF Libro 5. T. I. infegtìamfticy 

un* metoda affai fpedito per ritrovare i valori proflimr 

i dielle radici, delle Equazioni numeriche, e benché -a.^ 

mio. credere^ nei caif particolari, il. - tnìgMore configlio 
iia. di ridurre tutte le quantità, note* delle equsizioni a 
.numeri , e di: mettere in òpra, il metodo fuddetto,^he 
^n pratica, ò trovato- fempre di felice riufcita ; ciò npo 
ottante mi convien parlare qui del metodo del Signor 
La Grange di ritrovare. i...valori proifimi delle radici 
'delle Equazioni litterali y avendo ciò promeflb nel Ca* 
pò citato • Il metodo del Signor ]La Xìnttgc òhe fi tì- 
*:trova nel. Tomo degli Atti dell' Accadèmia di B^rli* 
no per. V anno 1778... è fondato' ocl fesuentc Teow« 

Bbb 
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ma • Dire|ni tp x hm funzione qualunque di /^ > e ff 
abbia la ngùMie equazione rXi^^ix 4^ ^ xìrio'i fia f 
una qualunque radice di quefta equazione ^ cioi un^ 
qualudoue Talore.dl x^ ^àfp dilegui qualunque fun- 
zio^e*^ f^ xf» .uMT&aUe TOntione^xlL x , e u ponga. 




luògo Uhi tale, eguaglianza V pcJ^crò le «potìga/>=r/^ef- 

-|>. .ì •;. .j **'-'^" '-'W i^X--' ' A*'--' ' • . •■ > ■ 

£qhcJo /x = X , -ed -f- =z/' x=: i avremo /^ =x--h 

a X 



ty>4i. ,, N , T /! ■ 4^ ■ ^ - i +■ , '&c> dopo 

«heìTai:aBW.efég»k^ i? /4iiF«cnziazio4 ^ e cangiato x 
tn X; e comecché X ò quantità nota , quindi avremo 
ìtna- ierjbe dì qpantità note eguale a f radice della pro- 
pofta Qsuazioiie ; onde farà) nota per approiSm azione- 
u^a iftgice. Se ^daranno air equazione altre forme ) 
fi.xjXKOJtcraaiioJle altre radici nella- maniera , cbffSegue. 
Sia J?^ efempio da ri Covarli per approffimazion? il.va- 
4fKP ;^lc-:r^ioi deli* Equazione x^ — z ax-^khz=.o. 

% -àiv^^if ^,qtìa^foh'e J)ér 2 ^i onde fia ~ - x~ — = Oy 
loònfrotitatido quella coli* Equazione X — x 4- (p x=o > 



2 a 



v '*,^ 2tf . , , . 1 a 

•*x3 \ ' ir/8i>ct ^V ^' ' Il j ^^^: -. .. 

^uM^A^ ^frriTiikW^ ^OCC/ c collocando -ìn^ ^ii-*^ m vece di^ 

arr*-. 



, .0. i# J» « X P" U J7t 

bb:.: b* b^. • ^.. é:i«! L 

vare 1' altra radice' della aòftrà 'equazione, ; .che, cbià- 
mo »' , di/potigo r equaaidtic in qotAo'm^dtfJ-^'-^ 

^ ' ■'•'-'« r. "' ... 9C j- * , 

2, A-^.x;==LO ;.cÌGè la divido, per ;c,;,erca3»gtp ì-fegnl; 
fatto, il confronto di qucfta» colla gcne^:.^ej)x.t— ,>«+» 

Xs: i> fi trova © xij= — , X.i= 2 />; « bckìò. avieiaQ 






an vecedì xfarài, =2.rH._--_+-_-^^ 



&c. Etica adunque cpme fi poiTojio rjtrov^i^c fapjlinen- 
te le du« icrìe. efpriincnti i valori pròflTmtlfelié radici 
.deija.noftra cquazicme. Ogimaflu v^flicU/?(l^$3fifldep^ 
eflere convergenti; e per afiiciurarfi,;di <:i^:^>pv^Tpiùi)2* 
portuno ricorrere alla natura di ciafcui^a, iìerie /.partjU 
colari^si che ricorrere ai metodi generali ^ Citip Pf?fi lo più 
fono eftremamente prollfii ed intrigati :. così^nffl caio 
fioftro P. vcdp cbiairaaiente che 1^ (ep^ foiK>'.sen^^|- 
^enti ogniqualvolta fia > minore 4i .^ y;B^^n^. i ilcr^^ 
.lù vanno continuamente « dimi^r^ui^jG ^^S^ 93f<;efle. U 
'dubbio che le .due ferie efprimano v^rj^iiseBte due va- 
lori differenti > e perciò due differenpi^sardici i tal dub^ 
bio fi dilegua colla feguente rifleffione • iFatto ^ = o 
nella Equazione propofta xx-^iiix — hbzizo ^ avre-- 
fflo una. rad]:f:e ègu2il& à* ztrb; fé*, porremo inoltre an-* 
Cora /f =0 farà umilmente V altra radice della equa» 
;^oa« eguale al zero; onde le due radici reAano di^ 
^ \ Bbb 2 ftiA- ' 
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diftmté c^ qtjiefto carattere , cioè «na vi a reto fiip- 
poffalxfOi. I* altra va a aero fiippofto b ed a con- 
tempórancaóientc aero; ora la prioià ferie va egitaie 
t Èeré^pofta' fol Cantoi^ = », e h feconda va a zero 
pofto tanto ir che jt aerp ; dunque le due ferie. elpn«. 
inoito'l'^rfe valori dìvernilcìle noftrc radici. Se la e* 
nuazSòwt.*: di t««o jrado_l>crcfcn.|"o/,4-Ax-f-j;xx 
i- >^= fi pott'atino a qucfta dare tre diSereati di- 
Sbfizióm , da cui nafceranno tre forine atte per tìtro- 
vare le trt radici cioè ; in primo luogo dividendola^ 

j^-^ ^j é ^fàd-endo- —-l =X, e — -— = ^ ^ 

^vro»Q..X«r*4--^»f==*' In fecondo luogo divideo. 

dola per — rx, e facendo — X=V,c — — p- 

=;:(&' X avremo V. ^x+tp' x = o , Finalmente divi- 
;denaòii;.^ér —x X .e pqfto — r =X" , « '"^^^ ^^ 

r=f <p''= X avrtnio là te*zii forma V - x -f- (J)" x = <f. 
-Qa rfuefte'tr^ forme della noftra equazione cioèX — x 
-f-<|)x = », X'— x-|-<|)*xr=o , X"— X -+-<»>" x = o fi 
potranno ricavare i tre valori delle nóftre rodici} i 
«uaUJL.txsvfcranno differenti perchè tino divizie' aer» 
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Caip. XIV. jM^^i Jf rijìlvotth alcuni Préblcmì inverfidi 

quei dei Capi f recedenti . 137 

LIBOR^O SECONDO . 

Del Metodo diretto 5 ^ ìnycyfo delle Tangcntt ^ e dcIU 
integrazlpne delle Equazioni diflfcrenziaU 

di :primo grado. 

Cap. I* In Cui Jf e/pone il metodo di determinare le iangett' 

:i ti dfille Àau QiYve * i. ', 14 J 

Gap* il. X>^//^ MaJJtmt^ e Minime ordimtte delle Curve y 

e del metèdo di'^rifolvere le quejfioni appartenenti ai 
• MaJJtmi^e Minimi^ 15 J 

Caprili. Degli Afintoti delle Curve. zój 

IGap; IV; Date le condizioni y che aver ieono le Tangenti % 
u:' Jirpvare le Curve ya cui ejfe Tangenti competono . 172^ 
•Capj y^Uh cui e/ponejteome adoprando le volgari n^pera^ 
•' xtioni algebraice ottengafi alle volte V integrazione 

^ delle equazioni differenziali delle date Curve di pri^ 

nto irado. 177 

Xap. VL 0f tentai tnxegraztpnw deUe lEqùi^^iuni ikjfèrcns&udi 

; . : Ìiptifno^gradACBÌÌAfeparAziùne deìleindeterminate.tSz 

Capt VII. In cui Jf^ tenta V integrazione delle Equazioni ^f- 

* ^ fer^nfiiali di primo grado col piez^o dei moltiplica^- 

.t^i • igt 

€ad« vV ni. Della corruzione delle 'Equazioni differenziali 

: > ^contenute fitto la forma di qualunque trinomio » 207 

i^Cap*. IX* ^ Delle Equazioni differenziali y in cui i dtfferen^ 

zìaH fon9 inalzati a pòtejlà^ . . , zi6 
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Del Calcolo e écìV Usq^dei diiÌ«Kef>ZJlUi 
4ì qmlimqiie ordine. 
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Ca^. L DdU mMnterm H rinware It Ji^eiiè j t 
i differen%iali di qualunque otdint delle Formule , 
éhe SOM fanziùfii di qualunque numero di varia'- 
Mi. Pag. 225 

Cap. II. Delle Formole differenziali significanti ^ e del- 
4e Formale assurde . ^ *37 

Gap. Ili , Metodi generali fer tentare la integrazione deU 
le Formole differenziali di qualunque ordine. 1^6 

Cap. IV, Dd metodo di integrare le Equazioni differen- 
ziali di qualunque ordine , le quali , fosta costante 
la dxy ineludono d^y a prima potestà , e qualunque 
potestà di Xy di dxy e di d'-^^y. 2Ó9 

Cap. y. Della Integrazione delle Equazioni differen- 

. zialì di qualunque ordine ^ che €on$enga una uà- 

riabile. * i7S 

Cap. Vi. Delle Equazioni differenziali di qualunque or-^ 
dine the contengono due variabili . 279 

Cap. VII^ Della integrazione delUEqnazìùntJL 

a dy bddy \ td^y . g *" y . . 

Tir '+T^-+-T3J--- + "TP^' ^ ^•^ ^^ ^ 

cortame. ' 287 

Cap. Vili. Dei Raggi èli oretdo , e delle Evolute, 198 
Cap. IX, Dei Raggi rifietri , f tìfratti , e iell^)£au. . 

ttiche . ^■'?07 '• 

Cap. X. Dei Punti tingolari delle Carpe. ìit*^ 

Cap. XI. Del Calcolo delle FariaxJoni. 32$ 

Cap. XII. Della determìnOAùme delie Cwve dotate di 

frof ritta sfittanti gi Mattina • Minimi, 332 
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Gap. 3rni. Dtf/fe mjéttìrie • H yi f M * 34» 
Cap. XIV. pel'Carcolo Ìlei Diff»eMiìklt ttriiaìt . 351 
Cap. X V. Della, itttegrazme aelte Formole . che conteH- 
icnaiitijfèmìbé'iìihf.'^l'l' h^r^h fiOri ^6» 

Cap. XVI. 5i sfi^a^it^P^UffèthuiiM Capo 9. del U- 

hro 2. y e si jpddtsfà ad alcune f rimesse fatte ad 

^ iewf di fuesti JEibimHH^^...^ ., ,.. r-r t 37^ 
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